University of
< Reading

Thomas Strohlein's Endgame Tables: a
50th Anniversary

Article

Supplemental Material

TS' doctoral thesis (OCR readable)

Haworth, G. ORCID: https://orcid.org/0000-0001-9896-1448
(2020) Thomas Stréhlein's Endgame Tables: a 50th
Anniversary. ICGA Journal, 42 (2-3). pp. 165-170. ISSN 1389-
6911 doi: https://doi.org/10.3233/ICG-200151 Available at
https://centaur.reading.ac.uk/90000/

It is advisable to refer to the publisher’s version if you intend to cite from the

work. See Guidance on citing.
Published version at: https://content.iospress.com/articles/icga-journal/icg200151

To link to this article DOI: http://dx.doi.org/10.3233/ICG-200151

Publisher: The International Computer Games Association

All outputs in CentAUR are protected by Intellectual Property Rights law,
including copyright law. Copyright and IPR is retained by the creators or other
copyright holders. Terms and conditions for use of this material are defined in
the End User Agreement.

www.reading.ac.uk/centaur

CentAUR
Central Archive at the University of Reading

Reading’s research outputs online


http://centaur.reading.ac.uk/71187/10/CentAUR%20citing%20guide.pdf
http://www.reading.ac.uk/centaur
http://centaur.reading.ac.uk/licence

Zz
o
wd
I
@)

STR




UNTERSUCHUNGEN OBER KOMBINATORISCHE SPIELE

Von der
Fakultdt flir Allgemeine Wissenschaften
der Technischen Hochschule Minchen
zur Erlangung des akademischen Grades
eines Dr. rer. nat. genehmigte Dissertation

Vorgelegt von
Diplom-Mathematiker
Thomas Str8hlein
geboren zu Neuendettelsau

1. Berichterstatter: o. Prof. Dr. F.L. Bauer
2. Berichterstatter: o. Prof. Dr. G. Aumann

Tag der Einreichung der Arbeit: 22. Januar 1970
: Tag der Annahme der Arbeit: 4. Februar 1970
E Tag der Promotion: 23. Februar 1970



§1.

§2.

§3.

§4.

§5.

§6.

§7.

§8.

§9.

Inhaltsiibersicht

Einleitung

Graphen und Boolesche Matrizen

Definition eines alternierenden Gewinn-Verlust-Spieles
mit vollstindiger Information

Normalform eines Spieles und Eigenschaften von Gewinn-
Strategie-Mengen

Charakterisierung von optimalen Strategien

Beziehung zwischen Gewinn- und Verluststellungen

Die Kerne eines Spielgraphen

Vereinfachungen fiir ein spezielles Brettspiel

Riickfhrung des Schachspieles auf ein spezielles
Brettspiel

Realisierung des Algorithmus flir ein Schachendspiel
auf einer Rechenanlage

Literaturverzeichnis

Seite

1

22

30

35

39

44

55

64



Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschdftigt sich mit einer speziellen
Klasse von Spielen, den alternierenden Gewinn-Verlust-Spielen
mit vollstdndiger Information. Schon von Neumann und Morgen-
stern (8] haben gezeigt, daB Spiele mit vollstindiger Infor-
mation determiniert sind, d.h. da8 sie einen Wert haben, der
durch eine Strategie gewihrleistet wird. Diesen Sachverhalt
weisen wir im Spezialfall eines Gewinn-Verlust-Spieles direkt
nach. Dabei bemfihen wir uns, eine Definition von Gewinn (oder
des Wertes) zu geben, die dem Bedlirfnis nach Strenge und An-
lehnung an die Anschauung nachkommt. Wir verwenden dazu den
Begriff der Strategie.

Fiir die Menge der Gewinnstrategien zeigen wir in §3 wesent-
liche Eigenschaften, mit denen wir in §5 die Beziehungen zwi-
schen Gewinnstellungen in der Algebra der Booleschen Matrizen
formulieren. In §4 charakterisieren wir global-optimale Stra-
tegien und stellen eine Beziehung zu lokal-optimalem Verhalten
her.

Wir ordnen in §6 jedem Spiel ein Boolesches Gleichungssystem
zu, fir das wir ein iteratives L8sungsverfahren angeben. Spe-
zielle Boolesche Matrixgleichungen mit expliziten L3sungen
werden z.B. bei Luce [6] betrachtet.

Durch den Zusammenhang zwischen der Ldsung des Gleichungssy-
stems eines Spieles und der Existenz eines Kernes, erhalten
wir die Aussage: Ein zyklisch 2-geteilter Graph hat zwei Ker-
ne, die in dem Sinne ausgezeichnet sind, daf mdgliche weitere
Kerne ihren Durchschnitt umfassen, aber in ihrer Vereinigung
enthalten sind. Nach dem Satz von Richardson [1]1, der fiir etwas
allgemeinere Graphen als flir zyklisch 2-geteilte gilt, ist die
Existenz eines Kernes im Spielgraphen gesichert.



In den §§7 und 8 wird ein Algorithmus gewonnen und auf seine
Eignung fir das Schachspiel untersucht. Fiir Endspiele, bei de-
nen man an allen Stellungen interessiert ist, konnten die Be-
sonderheiten des Schachs geeignet berticksichtigt werden. Das
Verfahren wurde fiir einige Schachendspiele durchgefiihrt und so
hat sich beispielsweise das Dame gegen Turm-Endspiel als im
wesentlichen fiir die Dame-Partei gewonnen - und zwar in spite-
stens 31 Zligen - erwiesen.

Herr Prof. Dr. F. L. Bauer hat mich zu dieser Arbeit angeregt.
Fiir wertvolle Hinweise und férderliche Diskussionen bin ich
ihm sowie den Herren Dr. G. Schmidt und Dr. L. Zagler zu gro-
fem Dank verpflichtet.
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§1 Graphen und Boolesche Matrizen

In diesem Paragraphen stellen wir einige Begriffe und vorbe-
reitende Sitze aus dem Gebiet der Verbinde und der Graphen-

theorie zusammen. Eine ausfithrliche Darstellung und Beweise

finden sich bei Birkhoff, Gericke und Berge [2,4,1]. Wir er-
innern zundchst an die Definition und Strukturen eines Ver-

bandes.

Unter einem Verband (X,v,a) versteht man eine Menge X mit zwei
Verkniipfungen v und A, die beide assoziativ und kommutativ
sind, sowie den Absorptionsgesetzen

XA (Xvy)=x , Xv (xAay)=x
geniigen, Dann gilt auch die Idempotenz von v unda:
XAX=X=Xwv X .
In einem Verband wird durch
X4y X XAy=X
eine teilweise Ordnung eingefithrt. x A y heif3it dann das Supre-
mum von x und y und x v y das Infimum.
Wir betrachten nur vollstidndige Verbinde, bei denen also auch
fir X Supremum und Infimum existieren. Bezeichnen wir diese mit
I (Universalelement) und O (Nullelement), so gilt also
OAax=0,0wvx=x

I A X x , I vx =1
bzw. 0 £x <1 fiir alle xe¢ X.

Ein Verband heift distributiv, falls stets die Gleichungen

xXAalyvz)=xayv (xaz)

Xv (yaz) = (xvy)a (x vz)
gelten. Diese Distributivgesetze sind auseinander herleitbar.
Ein Verband heifit komplementdr, falls jedes Element x ein Kom-
plement - das bei einem distributiven Verband dann sogar ein-
deutig bestimmt ist und mit X bezeichnet wird - besitzt, d.h.
es bestehen die Beziehungen

XAX=0 und xvxs=1 .



Die Zuordnung x-—+X ist ein dualer Automorphismus auf X bzgl.
v und A

m=§/\? s X—W‘iv?
mit der involutorischen Eigenschaft

X =x

Ein Verband heiffit v-multiplikativ, falls eine Multiplikation
besteht, die mit v distributiv ist:

X (yvz) =mxyvxz , (YyvZ)X=yXvzZX .
Gibt es ein Element E, das E x = x E = x filir alle x € X geniigt,
so bezeichnen wir es als Einselement.

Nach dieser Bereitstellung elementarer Begriffe der Verbands-
theorie kdnnen wir uns der Definition Boolescher Matrizen zu-
wenden. Um den Zusammenhang zwischen Matrix-Element und Matrix
zu verdeutlichen, bedienen wir uns der Schreibweise:

x = (xti,5) .

D1.1 Eine Boolesche Algebra ist ein komplementirer, distributi-
ver Verband (B,v,a, ). Die Menge aller n x m -Matrizen mit
Koeffizienten in B bezeichnen wir mit.in,m (Menge der Boole-
schen Matrizen) und setzen darauf die Operationen aus B fort.
Zu X,Ye z’n,m erklidren wir X v Y,X A Y und Xe i’n,m vermige

(X v )0, := X{i,j] v Y[i,]]
(X A Y)[i,§) := X[1i,3] A YI[i,])
i[i’j] .= Xl'i,jJ
und definieren Matrizen 0,I und E durch
Ofi,j} := 0 wund Ifi,jl := 1 f£ir alle i,j

I
Ef1,j] := { o fir

i=j

i#j .

$1.1 (;Ln m,V,A,_) ist eine Boolesche Algebra mit Nullelement O
?

und Universalelement I. Fiir die Relation £ ergibt sich
X£yY % X[i,jl ¢ Yli,j] fiir alle i,j.

D1.2 Wie iiblich fithrt man die Matrixmultiplikation - als Ab-
bildung l;n,m x Lh’l-b 2;n,1 - ein, durch



XeY(i,jl := ﬁgq XUi,kla YIk,j] ,
sowie die Transponierung

XT{i,51 == XIj,i]
und das Skalarprodukt fiir x ¢ B, Xe zh,m
(x A X)0i,51 = x A X[1,j]

Da v ,~ assoziativ und distributiv sind, erhdlt man

S1.2 (Lh n,') ist eine Halbgruppe, d.h. die Matrix-Multiplika-
tion ist assoziativ, mit Einselement E.
Flir die Transponierung hat man die Formeln

cHTax , T« yT T
Xv DT =xFuyT , xanT=xTayl
xey &2 xPexl,
Ferner gilt fiir alle X¢ Lh n’
0AX=0X=X0=0 , IvX=1I

81.3 (zh’n,V,A,—,') ist einv -multiplikativer Verband, d.h. er
geniigt den Gleichungen

X (Yv 1)

(Xv Y) 2

XYv X1Z
XZvyYZ

Eine entsprechende Aussage fiir A ist falsch, wie das Beispiel
I (EAE) =0 #1=1EAIE zeigt. Als Ersatz hat man

S1.4 Seien X,Y,Z¢ Lh n° Dann bestehen die Ungleichungen
2

X (YAaZ)scXYaX2Z
(XAY)Z4XZAYZ

Beweis: Wir weisen nur die erste Ungleichung nach.

(XY AX2),5] = (\{ XTi,kl A Y(k,j1) A (\{ X{i,kl A 2(k,iD)

-\1{ \l/X[i,k] A Y0k,51 A X0, A 211,35

= (\1{ X[i,K A Y[k,3} A Z[k,iDD v (V \’{kX[i,k] A Y[k,j] A XUi,1)
A 2(1,5]) 2 (X (Y A 2))[4,5) .



Die Sdtze 1 bis 4, die sich alle elementar beweisen lassen, be-
schreiben in einfacher Weise die Eigenschaften Boolescher Ma-
trizen und bringen etwas Ubersicht in eine Vielfalt von Formeln.
(Pazu siehe etwa: Give'on und Maghout [5,7] ).
Im weiteren bestehe die Boolesche Algebra B nur aus den Elemen-
ten O und L (den Wahrheitswerten). Eine Aussage in runden Klam-
mern bedeute stets deren Wahrheitswert.
Wir betrachten nun gerichtete Graphen. Ein Graph G = (X,I) be-
steht aus einem Paar von Objekten, nidmlich einer endlichen Men-
ge X von Punkten und einer Korrespondenz [ von X in X, d.h.
einer Abbildung von X in die Potenzmenge von X
M : X —="PX ,
die Bogen (Uberginge oder Ziige) in X beschreibt. Sei G = (X,M)
mit X = {XT""’xn} und AGE'Ln,n' Vermdge
Agliil =L % xjeTx;

ist die Gesamtheit der Graphen mit n Punkten der Menge der
Booleschen Matrizen.Zh’n (uber B = {0,L}) eineindeutig zuge-
ordnet. Wir nennen AG die zu G assoziierte Matrix.
Ein Weg im Graphen ist eine spezielle Folge von Elementen aus X

(x1,x2,...) mit der Eigenschaft Xj41€ in fiir i=1,2,...
und ein Zyklus ist ein endlicher Weg

(x1,...,xm) mit Xy = Xp .
Zu zwei Graphen Gy = (X1,Fﬁ) und G, = (Xz,rz) kann man den
Summengraphen Gy + G, = (X, bilden, gemifB

X = Xy%xX, und  T(xq,%) = Fyxyx {x5} v {xq} » Dyx,

D1.3 Ein Graph G = (X,l) heifit zyklisch 2-geteilt, falls es
eine Zerlegung der Punktmenge X in zwei Mengen gibt
X = X1Q XZ
(¢ disjunkte Vereinigung), so dafi
rxcxz fiir x ¢ X; und erX1 fiilr x€X, .

Gemdf der Zuordnung von Graphen und Booleschen Matrizen, iiber-
tragen wir den Begriff der zyklischen 2-~Teilung auf Elemente

aus zh,n'



$1.5 Sei A eine zyklisch 2-geteilte, Boolesche Matrix. Dann
gibt es eine Permutation der Zeilen und Spalten, so dafl A

<01 B1>
B2 02

hat, wobei 01,02 quadratische Nullmatrizen sind.

die Form

D1.4 Der Kern eines Graphen (X,I") ist eine Menge K< X mit den
Eigenschaften
Innen-Stabilitidt: x€eK » Tx~K=¢
AuBlen-Stabilitit: x¢K ) TxaK ¥4

Diese Bedingungen sind dquivalent zu

X#K 2{!’an#¢
Falls ein Kern existiert, ist in ihm stets die Menge
{xeX | Tx = ¢ } enthalten.

Jede Teilmenge K < X kann man eineindeutig durch einen Boole-
schen Vektor K*E-ﬁn’1 charakterisieren, etwa durch die Zuord-
nung

K*[i] = (x;¢K) bzw. K = {x;€X | K*{i] =0} .
Wir zeigen nun, wie die Frage nach der Existenz von Kernen ei-
nes Graphen G = (X,[) iiber seine assoziierte Matrix A mit den
Losungen der Booleschen Gleichung

X =A; X

zusammenhingt. Dieses Ergebnis entspricht einem Kriterium, das
Berge [1,Seite 47] mittels charakteristischer Funktionen be-
schreibt.

51.6 K Kern von G # K* = Ag K" .

Beweis: Sei K Kern von G, d.h.
xi¢ K % rxin K#¢

K*0i] = LA G Yy, %5650 = L £ (Y Agli,la Kl = L
_J 1
also K* = A

c ¥ .



§2 Definition eines alternierenden Gewinn-Verlust-Spieles
mit vollstindiger Information

Im Anschlufl an den vorigen Paragraphen liefe sich die Definition
unseres Spieles sehr kurz - ndmlich als zyklisch 2-geteilten
Graphen - treffen. Um den semantischen Gehalt jedoch hervorzu-
heben, formulieren wir ausftihrlich:

D2.1 Fir zwei Spieler oder Parteien, die wir mit w (WeiB) und

s (Schwarz) bezeichnen, ist ein alternierendes Gewinn-Verlust-

Spiel mit vollstidndiger Information (im Sinne von von Neumann)

gegeben durch:

(1) eine endliche Menge P mit N Elementen, die wir Positionen
(Stellungen oder Spielzustinde) nennen und einem ausge-
2eichneten Element P, € P, der Ausgangsstellung;

(2) eine disjunkte Zerlegung von P in nicht-leere Mengen Pw
und Ps mit N" bzw. Ns Elementen, die das Zugrecht flir w
bzw. s in den Stellungen aus P, bzw. P festlegt

P = Pwo Ps i N =N+ Ns und Nw'Ns ¥ 0 ;

(3) eine Korrespondenz aus P in P, genannt die Spiel- oder

Zugregeln (oder Oberginge)
F: P — PP

mit der alternierenden Eigenschaft
ree) < P(py)
My < P .

Ein Spiel wird also beschrieben durch ein Quadrupel (Pw,Ps,po,F)
mit obigen Eigenschaften. Es bleibt noch das '"Ziel" des Spieles
festzulegen:
(4) Wir bezeichnen als Verlustpositionen fiir w die Menge
Vw(m Y {pGPw l rp =g}
und als Verlustpositionen fiir s die Menge
Vé°):- {pep, | =4},

Die Elemente aus V¢°\:V§°)werden wir auch o-Verlustpositionen



nennen oder Stellungen, in denen in o Zligen Verlust eintritt.
Unter "Spielen" oder Abspiel verstehen wir dabei etwa folgen-
des: Wegen der disjunkten Zerlegung P = P U P_ steht eindeutig
fest, wer in p, am Zuge ist. Sei dies die Partei w. w widhlt
eine Position Py aus T, und sodann s eine Position p, aus rpl
usw. Das Spiel endet z.B. mit "Gewinn fiir w", oder wie wir syn-
onym damit sagen wollen "Verlust fiir s", falls eine Position

©)
aus Vs

erreicht ist, in der s also nicht mehr ziehen kann.
Dies soll jedoch im nichsten Paragraphen pridzisiert und im
einzelnen ausgeftihrt werden.

Das Paar (P,I’) bezeichnen wir als Spielgraphen, dessen assozi-
jerte Matrix (Spiel- oder Obergangsmatrix) sich wegen der al-

ternierenden Eigenschaft in der Form

Pw PS

schreiben 148t, wenn dieser Zerlegung eine feste Numerierung
P=P oP, = {p1,..,pr}u{pNJ4,..,pN} zugrunde liegt.

Die Ubergangsmatrizen fiir ein Spiel sind also zyklisch 2-ge-
teilte Matrizen.

D2.2 Ein Spiel mit dem Graphen (P',") heifle Teilspiel des
Spieles mit dem Graphen (P,l), falls
1. P'c P
2. Mx =Mx flir alle xe P' .

Bemerkung: Der Graph eines Teilspieles ist im allgemeinen kein
Teilgraph des Spielgraphen im iblichen Sinne.
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Wie man sich leicht {iberlegt, bedeutet die Existenz eines Teil-
spiels, daRl die Matrizen B, und B, reduzibel sind.

Zum AbschluB wollen wir einige Oberlegungen tiber die Allgemein-
heit unserer Definition eines Spieles, insbesondere die alter-
nierende Bedingung (3) und die Xquivalenz "o-Verlust in p %
[p = ¢" betreffend, anstellen.

a) Betrachten wir ein nicht alternierendes Spiel (P,[), so 1lifit
sich ihm durch "Vernachlidssigung" der Wege innerhalb va bzw. Ps
ein alternierendes Spiel (P,[*) zuordnen, das dem Gehalt des ur-
spriinglichen Spieles im wesentlichen entspricht.
Konstruktion vonl{™: Sei Py € P, (bzw. P.) und p'€ P, (bzw. Pw),
so erklidren wir p'el"'p0 genau dann, wenn gilt
p'elp, oder
p'¢ (p, aber es gibt p,,..,p e P, (bzw. P) mit py  elp;

flir i=o0,..,k und p'-pkﬂ .

b) Die Forderung "o-Verlust in p > ['p = 4" erscheint eo ipso
sinnvoll und soll nicht weiter untersucht werden.

c) Ist die umgekehrte Bedingung nicht erfiillt, d.h. gibt es
PeP mit 'p = ¢ und nicht o-Verlust in p, so kann man p etwa
als Stellungsremise oder Pattstellung erklidren. Zum Begriff
des Remis im erweiterten Sinne einer Spielremise siehe D3.2
und D5.1. Durch Einfuhrung neuer Positionen p;, p; und ge-
eigneter Erweiterung von ' kann man erreichen, daf die Stel-
lungsremisen zu Spielremisen werden und sich ansonsten nichts
indert.

Bezeichnen Pow < PW und P05 < Ps die Mengen der Pattstellungen,
so geschieht dies in naheliegender Weise durch die Festset-
zung:
e » * L. * * Lo p* *
P, : Pwv{pw} , Pg s Psu{ps} » P im PLu P

* »*

POW += Pow v ip;} ’ POS = POS v {'p;}
r*q = {p;} fiilr q € P:w
g = {p;} fiir q EPZS

o - » - .
e (P uPhg) = TP~ (P, v P )
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§3 Normalform eines Spieles und Eigenschaften von Gewinn-
Strategie-Mengen

Wir betrachten hier die Gesamtheit {(P_,P_,p,l) | pe P} von
Spielen, also den Spielgraphen (P,[") und fithren in enger An-
lehnung an die Vorstellungen bei einem "Spiel" einige Begrif-
fe ein.

D3.1 Unter einem Abspiel verstehen wir einen Weg im Spiel-
graphen, d.h. eine spezielle Folge (endlich oder unendlich)
von Positionen

ot = (Py,Pps+--) mit py € rpi fur i=1,2,..
Die Menge der Abspiele bezeichnen wir mit Ol und fithren darin
die Operationen ein:
1. Die mengentheoretische Verkniipfung ~ ist flir Abspiele er-
kldrt mittels
pesn :X es gibt ein i mit p = P; » wobei4n-(p1,p2,..L
2. Léinge oder Anzahl der Ziige eines Abspiels:

let] := [%] , falls 41-(p1,..,pn)
3. Konkatenation von Abspielen ax-(p1,..,pk) und
$ =(qq,dy,+++) mit let1<eo und qelpy
ool :m (p,,..,pk,q1,q2,...).
4, abh gmed oder I v ell: Ivi< oo und weor= B

aol.ﬂgv- :%*{)‘M.

Bemerkung: Die Definition der Linge eines Abspieles wurde so
getroffen, daBl sie die Anzahl der Zi{ige der Partei, die in der
Ausgangsstellung am Zuge war, bis zum Ende des Spiels (Gewinn
oder Verlust) z#hlt.

Kann man «c-% bilden, so gilt .«.8e0l

HS3.1 (Ol,€) ist eine teilweise geordnete Menge.
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Beweis: Sei etwa ot% & mit ueot=9 und % 64 mit n-b=r, so
gilt ot €, da (U,ouv,)eer=¢ und alle Bedingungen, die an die
Konkatenierbarkeit von u,ou,° gestellt werden, erfiillt sind.

D3.2 Sei e0l ein Abspiel. Endet diese Folge mit einem p aus
der Menge VW(O)V VS(O) der o-Verluststellungen, oder ist sie ei-
ne nicht abbrechende Folge, so sprechen wir von einer Partie
und schreiben

o1 € OLO
Im Falle pe Vs(o’ heift die Partie gewonnen flir w (= verloren
fiir s), und im Falle p¢ Vw(°) heiflit die Partie gewonnen fir s
(= verloren fiir w), und wir schreiben
ov e O, bzw. e €0l
Anderenfalls, d.h. flir eine nicht abbrechende Folge, spre-
chen wir von einer Remis-Partie.

Wir haben also jede Partie 'bewertet”, etwa in der Form
1 €0
Wert(o) := -1 falls = e Ol

o mEO‘lo\(Ovaog).

Bemerkung: Trivialerweise gilt % " Ols = ¢4 . Ebenso ein-
sichtig, aber fiilr die weiteren Uberlegungen wichtig, ist

HS3.2 Fiir die Bewertung der Partien, also fiir die Eigenschaft
"Gewinn fiir w', "Gewinn fiir s" oder "Remis", gilt
Wert (o) = Wert(®) falls o€ &

Beziiglich der Notation der Strategie” schlieflen wir an die Ar-
beit von Gale und Stewart {3] an.

D3.3 Eine Strategie des Spielers w ist eine Funktion

. ©)
[ Pw\ Vw — PS

mit der Eigenschaft 6 (p)elp f£fir alle p.
Die Menge aller w-Strategien bezeichnen wir mit Zw .

¥) Der Begriff der Strategie wurde von Steinhaus ({97, 1925 als
wichtiges Hilfsmittel der Spieltheorie erkannt und empfohlen.
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Entsprechend ist far den Spieler s die Strategiemenge defi-
niert o

3, = {repis\Vs \ T(p)e Tp f£fur alle p} -
Zu vorgegebener Ausgangsstellung p und fest gewihlten Stra-
tegien seZ, und reX ist genau eine Partie bestimmt, die
wir mit

(P:S(P)»TS(P)N--) pePw
<pi®,T> i falls

(PaT(P):B't(P).---) pEPs

bezeichnen wollen.

Falls p 6V¢°\,V;°n ergibt die Definition <p;&,1> = (p). Die
Partien der Form <p;®,t> genlgen den elementaren Identitdten

{ (p) * 5(P) G, T? pep,
falls

() - &(p);&, T2 pePy .

Unter der Aussage "Spieler w wihlt Strategie 6" verstehen wir

p;o,T?

die a priori-Entscheidung von w, in Position p den Zug G(p")
auszuftihren (unabhingig davon, ob w wihrend des Spieles die
Position p Uberhaupt erreicht).

Die Zuordnung szwxig 3 (ps6,7)— <p;€,t>eC% ist natfirlich
nicht injektiv, da & auf {qe Pw | qf (p;er,‘c)} und T auf

{a €Pg ] q4é <p;s,t>} beliebig gewidhlt werden diirfen, ohne die
betrachtete Partie zu 4ndern. Die gesamte Strategiemenge ist
also zur Beschreibung der partien unndtig grof, und jede ein-
zelne Strategie kann unnbtige "Angaben" enthalten.

HS3.3 Durch Strategien erzeugte Partien sind spezielle Partien,
in dem Sinne, daB ihre Gesamtheit womdglich echt in 0% ent-
halten ist. Betrachten wir nimlich a= <p;6,T> * (p1,p2,...)
als Weg im Spielgraphen, so gilt fir eine Gewinn-Partie, daf
die Anzahl der Positionen der Folge <N ist, wihrend eine
Remis-Partie durch einen Zyklus der Linge 4 N charakterisiert
wird:

(1) Sei qe o = <p;6,T>. Dann gilt
acll,v0 % q = p; flr genau ein i
Und in diesem Fall ist lwl &[%F]
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(2) Sei P;=pj€ fiir i#j, etwa i <j. Dann gilt
= (P1,--’Pi_1)°(Pi,~-»Pj_1)°oﬁ (pi:“!pj..1)°o€ao\(awv%)-

Beweis: Es geniigt im wesentlichen (2) zu zeigen. Aus P;=P;
folgt unmittelbar p-1+1==1:oj+1 (denn ist etwa pie Pw’ so ist
pi+1=6(pi)-€(pj)=pj+l) und durch Induktion Pien™Pjen- Die Be-
achtung von p, ¢ ij_1 filhrt zur Schreibweise fiir - in (2).

Mit der Bewertung der Abspiele aus D3.2 haben wir fir jedes p,
die bekannte Matrixform (Normalform) des Spieles erhalten:
Seix = {Gi""gn} und ¥ = {T],..,Tm}, so ist die Spiel-
matrix M definiert durch

Mli,j] := Wert(<p°;6i,rj>) .
Die Menge der Strategien ist sehr umfangreich - im Extremfall
ist !EwrNNt [EJ-NN’ und M hat NN Elemente - und wird von uns
im wesentlichen nur zur Gewinnung allgemeiner SH#tze verwendet.
Unserer Definition angemessen, betrachten wir Spiele spiter in

einer extensiven Form, bei der die einzelnen Ziige im Vorder-
grund stehen.

Wir wollen fiir jede Stellung Gewinn (oder Verlust) fiir w bzw. s
erkliiren. Ausgehend von den bereits definierten o-Verluststel-
lungen haben wir schon fiir Partien Gewinn erklirt und werden
dies auf Strategien und dadurch schlieflich auf Stellungen
fortsetzen. Zunichst definieren wir also Gewinn filr Strategien
und bezeichnen eine Strategie eeZ; dann als Gewinnstrategie fir
w, falls sich bei jeder Wahl der s-Strategie eine fir w gewon-
nene Partie ergibt.

D3.4 Gewinnstrategie-Mengen fir w bzw. s in pe P:
ZyP) = {S'GZW [ <p;e,m>ell, fir alle Te Zs}
T ) = {Texrg | <pis, >l fir alle 6¢X }

Bemerkung: X, (p) # ¢ . > Z.(p) = ¢
TP rE > T )¢
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Dies ergibt sich unmittelbar aus der Bemerkung zu D3.2 01wn0ls=¢.
Die Annahme Z_(p)#¢ und 2 (p)#¢ impliziert die Existenz von
Elementen &'e¢ 2 und T'e Y mit <p;6" ,'r>€0£w fur alle Tey

und <p;&,T'>e 0l fiir alle se Y und somit <p;&',t'>e Olw,\ms.
Widerspruch!

Falls p evvsmergibt sich wegen der Definition von ¢, 5_(p)=¢
und wir erhalten:

4 p eV
Zw(p) = { falls w(o)
Zy pevVg
()
peVg

]
2s() = { 5, falls péVw(O) .

Flir Gewinnstrategien beweisen wir einen wichtigen Satz, der
auf HS3.2 beruht:

S$3.4 Aus eezw(p) folgt auch fiir alle ‘L‘ezs und alle
p'e <p;&,T>, daB gilt treZw(p').

Beweis: G‘sz(p) bedeutet

(1) <p;&,t> €0, fur alle reZs.

Wir wihlen ein beliebiges T' EZS und ein beliebiges

(2) p'e <p;6,T'>.

Nun nehmen wir an, die Behauptung sei falsch, d.h. G%‘%(p') oder
(3) I treX, : <p';6, T4 0L, .

Aus (1) und (2) ergibt sich mit HS3.3

(4) <p;o,T'> = T<p';6,T'> mit U= (p1,..,pr), wobei p{=p -
Wir setzen pr+1:=p' und betrachten (p1,..,pr+1) €O,

(5a) py ¢ <p';6,T">,
denn sonst wire <p;G,T"> <£(p';6,t"> und dies kann nach
HS3.2 nicht sein, da <p;6,t"> € O, und <p';&,T"> ¢ ULW.

(5b) ppyq € <p';6,T .
Aus (5a,b) folgt nun, dafl es ein maximales k gibt, so daB gilt
(6) Pys-esPg-7 § <P'3%,T" und py € <p';E,T>.

Wegen <p;.;6,T'"> £ <p';6,T"> ergibt sich dann sogar
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(6)' Pys--sPK_q ¢ <P36,T"™  und  <py;6,T" ¢ O, -
Nun definieren wir eine Strategie I‘OEZS durch
T'(q) fur q4 <py;6,T">
T,(a) :=

Wegen (6)' ergibt sich fiir die Partie {pq:;6, Ty zundchst eine

T"(q) sonst

Anfangsfolge von <(p;&,T'> und sodann <pk;c,1">, also
(7) <p;G‘,T0) = (P1,--,pk_1)°<pk;5,'t">
und weiter erhidlt man nun <p;G‘,T0> 401“, Dies steht im Wider-

spruch zu (1).

Mit Hilfe dieses Satzes zeigen wir zunldchst noch eine bemer-
kenswerte Eigenschaft von Gewinnstrategie-Mengen, die im wei-
teren Verlauf folgendes ergibt: Die Gewinnstrategie-Menge in
py ist, falls sie nicht leer ist, dann sogar so grof, daf} es
darin Strategien gibt, die auch in jeder anderen Position P,
mit 2 (p,) # 4 gewinnen.

53.5 Sei py,p, €P mit Z_(py) # 4 und Z_(p,) # 4.
Dann gilt sogar Zw(p1)AZw(p2) fé.
Bemerkung: Es gilt M Zw(p) ¥ 4
peP:Z (p)#é
Beweis: Sei (7'1ézw(p1) und Gzezw(pz). Wir wollen G, so zu einem
G, abindern, daB gilt G € Zw(p1),\Zw(p2). Wir betrachten die

Menge
H := {pePw [ P€ <P,;6,,T> fir mindestens ein Te X, }

also alle Positionen, die durch ¢, ausgehend von Py erreicht
werden kdnnen. Nach S3.4 ergibt sich

(1) p€H > G,eX (p)

Mittels H definieren wir eine Strategie Goe&”

G] (q) qé¢H

G (q) := { fiir
° 6,(a) qeH
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die folgende Eigenschaft besitzt: Eine Partie, die seitens
w mit 5’0 gefithrt wird und einmal eine Stellung aus H erreicht
hat, bleibt stets in H, folgt also dann der Strategie &,, d.h.
(2) peP und TEZS beliebig; p'e <p;(,,T> A H

P (P'i6y,T> = <p'36y, T
Wenn wir zeigen kdnnen

p" = TE,(p') €H

so ergibt sich daraus (2) durch Induktion.
Zu p'€ H hat man nach Definition ein T', so daBl p'< <p2;t52,'t'>.
Damit erkliren wir ein T"EZS

p" fir q = 5,(p")
beliebig sonst
woflir gilt p'e <p2;52,'t"> d.h. p'"e H. Und (2) ist bewiesen.

T' (q) fiilr q€ <p,;6,,T", aber q¢ <p';&,,T"

Da p, € H, ergibt sich mittels (2) fir beliebiges TeX,
<p2;G°,T> = <p2;Gz,T> und somit
Gg € Zw(pz) .
Zum Nachweis G € 2 (py) treffen wir eine Fallunterscheidung;
dabei sei stets te}_‘s beliebig,und wir verwenden (2).
1.Fall: pleH <p1;Go,T> = <p1;(>-2,1:>
2.Fall: p, ¢H

<Pq1:; 6y, T2 =¢

<p1;6‘°,r) = { falls {Py;61H > n H { ‘e

Welp* 365,71

Dabei ist p*e H wie folgt bestimmt. Schreiben wir

<Pq1;67,> = (ay,95,...) und setzen q..q = p" so gilt
o= (qq,++59,) und U AH=4§.

Also ist in diesem Falle entweder <p1;6’°,1'> = <p1;(3'.|,7:> oder
<P136ysT> ® <p¥;¥,,T)> und somit
6o € Z,,,(P]) .

§3.6 Fir die Gewinnstrategien in benachbarten Positionen be-
steht ein enger Zusammenhang:
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(w1) Fur peP  gilt

U v
Zup) < o Ere Lo,
sowie Zw(P) ¥ é { p'LE/rp 2, Fé.

(w2) Fir peP, gilt ﬂ
X = ]
w(®) b 2.,

sowie  Z (p) 4 ¥ X, (0') #¢ furallep'€lp.
(s1) Fiir pe‘PS gilt U
2gp) < g 2.,
. U :
sowie ZS(P) fd % o € Ip Z;(p') ¥ 8.
(s2) Fiur pep, gilt ﬂ
Zs(p) = AN Z ("),

sowie L (p) #4 X Z,(p') # 4 fur alle p'elp,

Bemerkungen: Die Menge der Gewinnstrategien fir w in Stellung-
en aus P ist durch diejenigen in Stellungen aus P bestimmt;
entsprechend fir s.

Mit der Konvention \#s ¢ und Q’zw gelten die Formeln

auch fur peVJo’uVs{O, d.h. I'p = ¢.

Die Inklusion " >" in (w1) bzw. (s1) muB nicht bestehen, wie
das einfache (als Spielgraph gezeichnete) Gegenbeispiel zeigt:

" )
P [ Vs = { p1 '}
' -
P», X 7' Pa P“ Zw (p ) ZW

CeX (p)X 6(p)=p'
Und somit gilt fir ein G* das 6¢*(p) = p" geniigt
L3 »
6eX (p') aber 5"4¢2 (p).
Beweis des S3.6 o.E. fir w-Strategien:
ad (wl1): Wir beweisen " <" und " <"; dazu genilgt es zu zeigen
ce I, (p) % GeX (G .
Sei GeX (p). Da peP_ ist stets (fir beliebiges Tel)

&(p) € <p;®,T> und somit nach $3.4 ce¢Z (p') fur p' =G (p).
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Sei nun umgekehrt G' Ezw(p') flir p'e rp.
Fall a: pe<p';6",T,> flr ein T eZS.
Dann ist nach S$3.4 auch 6 'e):w(p).

Fall b: pé¢<p';6',T> fiur alle re):s.
Dann definieren wir ein GeZw durch

p' firq=p
G(q) := {
G'(q) sonst

und erhalten fiir alle Tefs (da p€P)

<p;6,T> = (p)e<p';G',T>
und somit <p;o,T>ell, fir alleT 525
d.h. G'Efw(p) .

ad (w2): Sei Gézw(p). Aus pe P und S3.4 ergibt sich somit

cel, (T(p)) fir alle reZS

und wegen {T(p) | TeZs} =Tp auch & ¢ p'Qp "

Sei ge (p'), d.h. fitr alle p'ep und alle T &l
'E rp ZW p p p %

p
ist (p';b‘,t)saw. Fir alle T €3 gilt aber auch

P;6,Tt> = (p)e<T(p);6,T> und somit wegen p' = T(p)
<p;6,T>e0, d.h, Ge Zw(p) .

Die noch zu beweisende Implikation Zw(p') ¥ ¢ fir alle p'elp

}Zw(p) # ¢ ergibt sich unmittelbar aus S§3.5, da dann

N (p') # ¢ . .e.d.
p'srpzwp !

Im Hinblick auf Fragen der Art "Gewinn in wieviel Ziigen'", tref-
fen wir anschlieBend an D3.4 eine Unterteilung der Gewinnstra-

tegie-Mengen.

D3.5 Filr n2 o bezeichnen wir

IP0) = {seZ ) | I<piit>i4n fur alle vel, |
Zstn](p) .a {rezs(p) l [<p;&,Tt>14n fiir alle G’eZw}

als Menge der Strategien, die bei beliebiger Gegenwehr in
htchstens n Ziigen zum Gewinn fithren.
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Einige elementare Eigenschaften dieser Mengen fassen wir in
folgendem Hilfssatz zusammen.

HS3.7 Wir formulieren o.E. nur fiir die w-Strategien:
(1) Die (ZVEM(P))néo bilden eine aufsteigende Folge
) « 10

(o)

S flur peV
(2) =%y - { v s
¢ sonst
(3) UV IMNe) = I

n=20

Wegen HS3.3 kann man etwa n 5[1\%_1] setzen.

Mit S3.6 erhdlt man analoge Aussagen flir die Unterteilungen
der Gewinnstrategie-Mengen.

$3.8 Beziehungen der Strategie-Mengen ngn](p) bzw. Zs[nl(p):
(w1) Fiir pe Pw gilt
sy ¢ U £l |
p
sowie Zw(n](p) ] { p'\ejrp Zw[n-ﬂ(P') £d.
(w2) Fir peP_ gilt

oy = N ml
Dilep) p'erpzw](“’

sowie 2 ™p) # ¢ # Moy 44 fur alle prelp.

(s1) Fir pe Ps gilt
) pvt}rp ey,

sowie ZS[n](P) ¥d X Uf_ Zs[n_ﬂ(P') ¥ P
p'elp

n

(s2) Far peP, gilt[ -
n} - N '
zMe = f1 2,

sowie Zs[n](p) ¥ d % Zsrn](p') #¢ fir alle p'el p.

Beim Beweis benutzen wir die Gliltigkeit des S$3.6 und beriick-
sichtigen die Linge der entstehenden Partien.
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ad (w1): Sei c’eZ[“](p) Dies ist nach $3.6 #quivalent zu

¢ ¢ TMp) A 2, (c(P))

¥ ¢e2,® ~ >, (6(p)) und lp; &, Trl4n
;6,T> und K6&(P) 56, TH|én-1 ist weiter

(fur alle tel s)

Wegen <p;6,T> = (P)o <6(p
5 ex,® I eme)

3 cerPUpn furp =6
y U ZPen # o4
p'e I'p
w = ", Unter Beachtung von l<p;6,T>l=

ad (w2): Wir zeigen nur
I<T(p);6,T>] und {T®) | T ez} =Tp er

gemifn

gibt sich die Behauptung

¢ «Z M)
ﬁGEZwm](p)nﬂ 2"
% ¢c¢ ﬂ Zw(p) Pund jpssml

P
k g € ' ;,( p') und kp';6,Trlen - " < und p'sfp

E

4 Ge ' Zwm](p)

«n fir alle Tézs
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§4 Charakterisierung von optimalen Strategien

Mit Hilfe der in §3 eingeflihrten Gewinnstrategien wollen wir
optimale Strategien in beliebigen Stellungen erkliren. Um von
einem optimalen Verhalten einer Partei in einer Stellung spre-
chen zu kdnnen, treffen wir zundchst folgende Definition.

D4.1 Wir erkliren eine Funktion z : P-=IN .

in {n} Fall 1: p) # ¢
Zrﬁl’zp)# *u

z(p) := Fall 2: Z;(p) ’ é

Z[ﬁﬁ(p)#ef
oo Fall 3: X (p) = Z (p) = ¢

heifie Zugzahl der Stellung p.

Vereinbarung: In diesem Paragraphen beziehen wir uns stets auf
die Fallunterscheidung dieser Definition.

Mit D4.1 kann man im Fall 1 von Zﬁh%p) mit n := z(p) als den
optimalen Gewinnstrategien fiir w in p sprechen. (Allerdings
kann es auf schlechte Strategien von s u.U. noch bessere von w
geben. Um dies auszuschlieBlen ben8tigt man den Begriff der
global-optimalen Strategie und S4.5.) Es gilt dann nimlich

Z“‘J(p) Fé und S0~ g baw
G’EZ‘wm](P) G-Ez-w(p) t/i\z kp G r)l‘ n Aﬁ'eé\(p) r\g/z kp, ’v'; n .

Es besteht aber auch das Bediirfnis ein Verhalten fiir w im Fall
2 und 3 anzugeben, also eine optimale Verteidigungsstrategie,
die den Verlust m8glichst weit hinauszdégert bzw. eine Remis-
erhaltende Strategie. Dazu definieren wir in Anlehnung an die
Anschauung:

D4.2 Wir beschrinken uns auf w und erkliren die Menge Z;(p)
(lokal-)optimaler Strategien fiir w in p durch:
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Fall 1: 6 ¢ X B(Py,
%
G‘EZw(p) : Fall 2: |<p;&,T>l2z(p) fir alle szs(p)
Fall 3:  <p;6,T> §0] fir alle Téé

Unter der Menge der global-optimalen Strategien fir w ver-
stehen wir dann

» * .
PN pQPZw(p)

Im Fall 1 ist die Existenz optimaler Strategien klar, nicht
jedoch etwa im Fall 2, da sich aus

V A <pETl & n
Tezs(p) seZw P

nicht unmittelbar eine gute Verteidigungsstrategie gegen alle
Tel (p), d.h.

AN V Lp e, ol A
TeZ (P e, <5 % n

G\E/Zw Te/z\s(p) ’<p;G‘,T>l'3n

bestimmen 14Rt.

Wir wollen dies und dariiber hinaus sogar Z: # 4 Dbeweisen. Im
Fall 1 hat man dann ein Analogon zu S$3.5. Da, wie sich durch
einfache Gegenbeispiele zeigen 1ifit, S$3.4 flr optimale Gewinn-
strategien falsch ist, funktioniert der Beweis von S3.5 aber
nicht fiir den analogen Fall optimaler Strategie-Mengen.

Wir fiihren daher ein neues Hifsmittel ein:

D4.3 Der Teilgraph von | der optimalen Ziige fiir w
SW : PW —b“‘P(PS)

wird erkldrt durch

2(q) = z(p)-1 ~ Z,(q)#¢ im Fall 1 }
z(q) = z(p) im Fall 2,3
und entsprechend 35 : PS — PP .

3wlp) = {qerp

HS4.1 Sei pe P mit 2,() #¢ und p' := 6(p). Dann gilt
ceXim  » v (') mit z(p') = z(p)-1

Beweis: Sei n := z(p). Im Beweis von S3.8 wurde gezeigt

ceZWpy ¥ eIy
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Es bleibt also z(p') = n-1 nachzuweisen. Dazu nehmen wir an
Zd[n-m(p') # ¢ d.h. t{} kp';6',T>l4£n-2 fiir ein s"ezwfn-ﬂ(p'),
Dann ergibt sich fiir diz Strategie 6"62;“ erklirt durch

6"(q) := { P’ fiir 1°p

6" (q) qfp
fir jedes — Ezs

I<p;&",TX[ = |(p,p')e<p';6",T>| &£ 14(n-2) = n-1
und somit

G"EZ{n_ﬂ(P) im Widerspruch zu Zwm-ﬂ(p) =g .

S4.2 Eigenschaften der Zugzahlfunktion z:
(a) Sei peP,.

Fall 1:  z(6(p)) { : (p)-1 £t T2y )
: p - zZ{p r ¢ ez_w[z (p)](p)
Fall 2,3: z(6(p)) <« z2(p) fir GeZw
(b) Sei pEPs.
N T €2 (p)
Fall 2: z(T(p)) { . z(p)-1 fur teZ‘;,&(P)](p)
Fall 1,3: z(%(p)) & z(p) fiir Te-zs
(©) zp) =0 X peviOuv

Beweis: (a) Fall 1 ergibt sich unmittelbar aus S$3.8(wl1) und

HS4.1 und Fall 2 aus S3.8(s2). Fall 3 ist trivial, da z(p)=o=.

(b) ist analog (a).

() z(p)=o & T %p) # ¢ v ZP%p) # ¢ und mit HS3.7(2)
£ pev®. v,

*
HS4.3 Sei pe¢ P_. Dann gilt: N Z“(p') c 2 (p) .
—_—— s ple Ip w w

Beweis: Im Fall 1 ist der Beweis #hnlich dem von HS4.1. Wir
zeigen nur den Fall 2.

Sei also Zs(p) ¢ und s € N Z;(p') # 4. Dann gilt
p'elp
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[«pi&, T = |(p,T(P))°<T(p);6, T2 1+4z(p') fir alle TEI_ (p)
und mit S4.2(b) gilt
2 z(p) f0r alle T€Z (p).

>
Also hat man G EZw(p).

S4.4 Fiir den Teilgraphen der optimalen Ziige gilt:
Ju@) F 8 X pév .

Beweis: Es bleibt zu zeigen " <". Sei also p evvso).
Fall 1: Ergibt sich aus HS4.1.
Fall 2: Sei n := z(p). Mittels S3.8(s2) erhdlt man

Zs[m(P') £ e > Zs[n](p') # ¢ fiir alle p'elp
Th-tpy =4 > ZPUq) =g farein qelp
und somit 2(q) = z(p)
Fall 3: Mit S3.6(wl1) erhilt man
2, () =4 > Zw(q) -¢ fur ein qe ' p
und somit z(q) = z(p) .

*
Aus dem folgenden Satz ergibt sich nun speziell Zw $ 4.

S4.5 Charakterisierung von Z:, :
hed *
CeZ, - N o @ €3, (0)
pe Pw\vvé

und analog fir <T" EZ: .

Beweis: Wegen S$4.4 ist diese Konstruktion global-optimaler
Strategien erkldrt. Die wesentliche Aussage ist, daf ein so
bestimmtes, lokal-optimales &*in Z; liegt, d.h. global-optimal
. : X )
ist. Sei also G"Ea, mit 6”(p)e§w(p) fiir alle pe< PW\V;O.
Wegen HS54.3 kénnen wir uns auf P beschridnken und haben fiir
jedes peP zu zeigen &€ Z;(p).

Mit py := MK (p) e P, und q :-G*Cpk)EPsfur k20

erhalten wir die Darstellung
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<P3ENT> = (PgsQysPysdqs---)
auf die wir uns im Beweis beziehen. Weiter sei n := z(p).
Fall 1: Sei TeZs beliebig.
Durch Induktion erhilt man

Z.py) # 4 fiir alle k2o .

Wir weisen o.E. den ersten Schritt nach: Es ist Zw(po) # 4 und
nach Definition von 3 dann auch Zw(s"‘(po)) # 4. Mit S3.6(s2)
ergibt sich nun Zw(pl) £ d.

Nun zeigen wir

(%) z(py) £ n-k
durch Induktion.
k=o: z(p,) = z(p) = n

k— k+1: Nach Konstruktion von 6* ist
2(G*(py)) = z(py)-1
und nach S4.2(b), wegen Zw(c"(pk)) ¥ 4é,
z(T6%(py)) & z(py)-1
und somit
2(Pyeq) £ 2(P)-1 £ (n-K)-1 = n-(k+1) .
Wegen (%) - das beinhaltet, dafl w seine Strategie hdéchstens
n-mal "wechseln" muB - und S4.2(c), wodurch die Folge (po,q

o)
mit einem p ¢ VS(O) endet, gilt
<p;&7,T>€0, und [<p;s*,T> & n
also B> éa:(p).
Fall 2: Sei ?—‘EZS(P) beliebig.
Wir zeigen diesmal
(ex) z(py) 2 n-k
keo:  2(p)) = z(p) = n
k—+ k+1: Nach Konstruktion ist
2(6*(py)) = z(py)
und dann mit S4.2(b), da wegen S$3.8(s2) giltzw(s*(pk)) $é,
z2(Te(py)) 2 z(py)-1 -
Also hat man
2(Pyyq) = 2(Py)-1 2 n-k-1 .
Mit @*) ergibt sich nun
Kp;6™,T>12 n d.h. 6*€ 22 (p) .



- 27 -

Fall 3: Sei TeJ  beliebig.
Wir betrachten wieder S4.2(b). Entweder gilt stets z(T(py)) =
z(pk), dann ist stets z(pk) =% und somit
[<p; 6%, T = o0,
oder es gibt ein m mit z(t(pm)) < z(pm), dann ist aber not-
wendig ZW(T(pm)) # ¢ und (wegen HS3.2)
<p;G*,1:>eOlw.
In jedem Fall gilt also <p;6™, T>¢(l
d.h. e (p) .

Sei G"ef_"w und TE Z: ein beliebiges Paar global-optimaler
Strategien, so gilt gemdB D4.2 und S4.5 fiir die Zugzahl der
Stellung p

z(p) = |<p;6*,T*>.
Die Zugzahl der - bei optimalem Verhalten - lingsten Partie ist
also dem Gesamtspiel (P,[") zugeordnet und gibt einen Hinweis
auf die Schwierigkeit des Spieles. Wir definieren

D4.4 Sei m := max z(p) , so sprechen wir von (P,I)
peP: z(p)eo
als einem m-ziigigen Spiel.

Zum SchluB erwihnen wir noch einige Beziehungen, die sich aus
S4.5 ergeben.

S4.6 Fiir die Zugzahlfunktion erhilt man im

Falll: z(p)= min max |¢;6,T>|= max min Kp;o,T>|
Te

G'EZ,,(P)TGZS Zs beX, p>
Fall2: z = min max ;6,T>1 = max min 3 6,T>
(») TeZop FEL, k3 o 5 €I, rezsq)kp a4

Beim Beweis zeigen wir o.E. den Fall 1:
Wie nach D4.1 schon erwdhnt, hat man mit n := z(p)



- 28 -

@ Vv A ¢p;&,T> £ 1

GeS,,;py Tl
Ty # ¢ PRV,
(b) FeZwip) TELs <p;%,T> 2 n
Aus (b) folgt fir alle c‘eZw(p) max kp;&,T>l 2 n
5
und sodann mit (a) min  max [Kp;&,T>] = n
CeZ py TEIs
Aus (a) folgt fiur alle TeX_ min kp;&,T>| &n
G e, ip)
Aber mit S4.5 gibt es ein ™ mit min Kkp;&,t*¥ = n
EeZ ip>
und somit max min [¢p;&,Td] = n .

TeZ, FeL p

Ein Analogon im Fall 3, etwa z(p) = inf sup |kp;s,T>| gilt
562, TeZ

aber nicht allgemein. Um die Beziehungen des S4.6 dennoch zu
erweitern und um sie zu dualisieren, filhren wir eine geeignete
Bewertung von Stellungen und Partien ein, die zwischen Gewinn
und Verlust nicht nur quantitativ, sondern auch qualitativ
unterscheidet.

D4.5 Bewertung von Positionen v:P— Q :
1

z—cm Fall 1
v(p) := ﬁ‘m im Fall 2
[} Fall 3 .

Fiir festes p€ P setzen wir

v := v(p)
und erkliren (unter Verwendung von 7\4’ Zs als Indexmengen)
eine Matrix A = (a,y) durch

1
S HBZE an
D SN S
5T ° Kp;&,e2l+1

¢} &awvas

falls <p;e,7>e0k
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S4.7 Es gilt

vV = max min a = min max a ,
vel, vel, °° tel, wex, °°

d.h. das "Matrixspiel™ A hat einen Sattelpunkt mit Wert v.
*
Fiir G"EZ;, r“ézs ergibt sich v = a uy» -

Beweis:Fall 1: Mit n := z(p) = %-1 schreibt sich die Bedin-
gung Kp;&,T>{<n in der Form a._ 2 v und wir erhalten
(a) \G'//‘l} agL & v

(b) /6}\_{33rsv‘

Bei (b) besteht zundchst die Einschrdnkung seZ (p). Fur 5¢2,(p)
gilt aber trivialerweise (b), da dann a,y<o und v>o ist.
Entsprechend zum Beweis von S84.6 ergibt sich aus (b)
min a,y £ v  fir alle ¢
und zusammen mit (a)
max min a,; = v.
Aus (a) und S4.5 ergibt sich
max acg 2 y  fiur alleT; L
und somit
mii_n max &, =V .
Fall 2: Mit n := z(p) = - ‘J; - 1 erhilt man
I<p;b,T>]en X agp ¢ v
und somit

(@' YV A\ aprev

&

b)! a 2 v,

®)" AY aec

Fir T4 Z (p) ist (b)' wieder erfullt, da dann ay; 2 o und v<o.
Analog Fall 1 ergibt sich max agr 2 vy fiir alle T und dann
m_Li_n mg_x a,. =V; sowie m_i:_n 8, &« v fiir alle ¢ mit

mirn ager = Vv , also mgx m%_n .. = V.

Fall 3, d.h. v = o:

Aus mlin azy £ o0 fiir alles und m%n 8wy = Bgagx =0

folgt max min a.; = o
-
und aus max app = 0 flir aller, msa’x a.ox = O folgt
min max a =0 .

a e &T
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§5 Beziehung zwischen Gewinn- und Verluststellungen

Mit den Begriffen und Hilfsmitteln der §§ 3 und 4 148t sich
nun leicht fiir jede Position Gewinn (bzw. Verlust, gemif der
Verabredung '"w gewinnt = s verliert") erkliren. w gewinnt in
pe P soll heifen, daB es in p eine Gewinnstrategie fiir w gibt.
Unter Beachtung der Numerierung P = {p1""H%}"’pN} , kann
man Gewinn fir alle Stellungen durch einen Booleschen Vektor
tiber P beschreiben.

D5.1 Wir erkldren Gewinnvektoren flir w bzw. s
AT AN ung BB Me By
1. Gewinn fiir w
Alil 1= (Z;(pi) # ¢) = L heifit "w gewinnt in p;"
A[n]ﬁ] 1= (Z;tn](pi) # ¢) = L heifit "w gewinnt in p; in
héchstens n Ziigen"
AWE] e 5Ihp gAY = 9)
= I, heifit "w gewinnt in P; in (genau) n Ziigen".

2. Gewinn fir s

B [il 1= (2;(pi) # ¢) usw.- analog 1.

3. Remis
Falls in P; weder w noch s gewinnt, d.h. A(i] v BIlil = O,
so heifit p; eine Remis-Position.

Bemerkung: Nach der Bem. zu D3.4 schlieflen sich die Fille 1.
und 2. der Definition gegenseitig aus.
Die in §2 eingefilhrten o-Verluststellungen ordnen sich der
jetzigen Definition unter, d.h. es gilt

p;€ VY > ALl =L

p; eV > BUl - L.
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Vereinbarung: Gem#B der Zerlegung P = {p1,..,p~}a{pmﬁv..,pN}
fassen wir die Mengen V¢°)und V;°)hinfort in naheliegender Wei-
se (p; €V,® ¥ Vil =L und p, e v % vOLi-N ]=L) als Vektoren

() (o)
vy, GZN“’] und Vg G'ZNSJ guf.

Wir fassen die elementaren Eigenschaften der Gewinnvektoren in
folgendem Hilfssatz zusammen, indem wir HS3.7 ergédnzen.

HS5.1 Eigenschaften der Gewinnvektoren (o.E. formuliert fiir A):

() A[n-ﬂ L Al'n]
(2) Afo] = A (o) . , B o] . B o) . v
v 0
(3) \V al . V a® oy etwa ne[N1
n=2o n=2o0 ( n [1rb

k=0
(5) A, A™ 295 firngm .

Das hauptsichliche Problem besteht nun in der Bestimmung der
Gewinnvektoren A(n)und B (M (n=20), die im wesentlichen die In-
formation des Spieles (P,I) beschreiben. Eine global-optimale
Strategie 1dBt sich bei einem praktischen Algorithmus leicht
erhalten.

Vereinbarung: Die Zerlegung der Spielzustlnde P = P_oP,
induziert eine Einteilung der Gewinnvektoren, die wir flir A und
B (und entsprechend dann fiir A

len
s s

Die Bezeichnung ist mnemotechnisch gew#hlt, so dal G bzw. V,
Gewinn bzw. Verlust fiir (den Index) w oder s angeben, eine Par-

usw.) wie folgt schreiben wol-

tei, die dann am Zuge ist. Die Aussage '"w gewinnt' bezieht sich
also immer auf eine Position mit w am Zug usw.
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Der Vorteil dieser Notation wird in folgendem Satz ersichtlich,
der mit Hilfe der Siitze 3.6 und 3.8 Aufschlufl tber den Zusam-
menhang der Gewinnpunkte im Spielgraphen - dargestellt als Be-
ziehung zwischen den Gewinnvektoren - gibt.

S§5.2 Zusammenhang zwischen Gewinn- und Verluststellungen:

M (2)

Beweis: Wir zeigen o.E.(1). Unter Verwendung von $3.6 erhilt
man fir p = p; € P:

G, Til = A(il = (Z,(p) # ¢) = (p':jl'pzw(p') ¢ #)
- \j/TEi,jJ«Atjl - \J_/B,,Li,ﬂ,\ Vgl
und fiir p = p; € Pg:

Vil = ATil = (Z,(p) # 6) = Q,(p') # ¢ fur alle p'elp)
- /j\ (TTi,314 Ain) = A\ (TIL31v AD5D)
J

- YT[i,j]AKEj] = VB,IL,j1AG, 0] .
j

Bei Benutzung des S3.8 - der $3.6 mit Beachtung der Zugzahlen
entspricht - ergibt sich ganz analog, wobei wir nur die (1)
entsprechenden Formeln angeben:

§5.3 Algorithmus zur Bestimmung der Am':
{n] _ [n-11
(D G' B, Vg

(1D) vl g 'G"E“l

mit Startvektor VSEOI = Vs(o)
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S5.4 Es besteht die Ungleichung
(n) n-1
Gy £ B, Vg ’
bzw. genauer die Gleichung
m m-10  wMh-1
G, =B,V UA Gy y

so daB sich also der Algorithmus (I) auch in der Form schreibt
@' Megh T, 5 vV

Bemerkung: Ein entsprechendes Vorgehen bei (II) ist falsch, da
i.a. nur gilt - 1]
n, - m)
Vg "2 Vg v Bg UW

.

Unter Beachtung von S1.4 erhflt man n#mlich
[n] , Wl n-1} )y m =m-T ~m
Vs Bg Gy ! Bg (Gy v Gw(n ) ﬂBs (Gw[h "Gw )
(n-1 ny _ - n)
a By L’w] A Bg Gw By Gw v Bs Gw
n-1 m
= Vs v BS 'G"

Beweis von S5.4: Wir benutzen die Tatsache, daB die Booleschen
Matrizen einen v -multiplikativen Verband bilden, und erhalten:
G‘:m - Gan] N Gwm-ﬂ - B, Vs[n-ﬂA E‘En-ﬂ

- B, (vs[n-ZJV Vs(n-ﬂ YA cw[n-ﬂ
(Bw vsm-ZJV Bw Vs(n-1) YA cvsn-ﬂ
= (Gwm-”v B,, VS(D'U )Agw[n'ﬂ

- B, Vs(n-”/\ E‘En-ﬂ
G‘E_nl_ Gwm—ﬂv Gvsm - G&n-—ﬂ v (B, Vs(n-nA Gwrn-ﬂ )

- om-1 -1
GW v BW Vs

Eliminiert man im Algorithmus (I,II) V., so erhdlt man

§5.5 Rekursiver Aufbau der Folge GwmI beginnend mit G‘EOI =Bst(°) :

m n-1
G, B, B, G )
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Setzt man dies tiber einen weiteren Schritt fort, so ergibt sich
in
121

w
fir festes pe P, ein Verfahren diese Stellung auf Gewinn in

— e 3
= g o]
G Bw Bs BW Bs Gw

zwei Zligen zu untersuchen.

§5.6 Ein Teilspiel eines Spieles erlaubt eine abgeschlossene
Berechnung, d.h. die Formeln der Sitze 5.2 und 5.3 gelten
fiur die entsprechenden Teilvektoren.

Beweis: Die Existenz eines Teilspieles (P',I™') von (P,I") (mit
P' = Pw'& Ps' c P) besagt, daB sich die Matrizen B, und Bs be-
zliglich der Zerlegungen

Pw = P& v Pa und PS = P; o P;
in der Form

]
B! 0 B 0
Bwl (J_L__) und Bs - ( s
BU B"
W s
schreiben lassen. Zerlegt man G, und G, entsprechend
6, - (G"v) T
W s
Gu und Gg

so erhidlt man in die Beziehung G, = B, Vs eingesetzt

(G‘;)_ (B"v o) . v;) i B} V]
Gy B, vy By -V
Also insbesondere

G; =B, Vs, -

Die Giiltigkeit der ilbrigen Beziehungen fiir die Teilvektoren
GlGg, Vi, Vg des Teilspiels 148t sich ebenso einfach nachprtifen.
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§6 Die Kerne eines Spielgraphen

Bringen wir die Gleichungen des S5.2 auf die Form

(1)'{6”-3“"S (z)'{Gs-Bs Y
. -
S

vs = Gy Vy = By Gg

so legt dies die Einfilhrung von Vektoren

G v

)(1 i= (_w) und XZ e ( w)
v G
3 s

nahe, wobei wir an die Definition

" . G, ’ . . v,
v G

s
erinnern. S$5.2 ist dann nimlich 4quivalent mit

S6.1 X1 und X, sind L8sungen der Booleschen Gleichung
X=TX

wobei T = die assoziierte Matrix des Spiel-

graphen ist.

Bemerkung: Fiir eine beliebige Matrix T kann man feststellen:
Ist die i-te Zeile von T eine Nullzeile, so ist Xti]l = O.
Somit gilt speziell fiir die Ldsungen der Booleschen Gleichung
aus S6.1

v
X & _"Eo)
v
S
v v @ G v 0
d.h. ( w 3 19) und w £ XQ
vy A G, ‘A

56.2 Die Ldsungen Xy und X, der Gleichung X = T X erhilt man
iterativ durch die Vorschrift
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0
()  x® .7 xeT mit x0© = {_
1 1 1 v ()
-1
vl (o))
— v
an xm .7 xe-l mit xPI = | ¥
2 2 2 0
Denn es ergibt sich
G v
m, | w ml. | v
X1 ‘_,[h] und Xz G[n] ]
-3 S

und somit 18st man die Systeme des S5.3 und das Verfahren endet,

falls xf’"”- X bzw. xz[“””- X,

Beweis: Die doppelte Iteration X » T T X von X = T X ent-
spricht der Tatsache, daR einem Zug des Spieles ein Weg der
Linge 2 im Spielgraphen zugeordnet ist. Der Beweis wird durch
Iteration i{ilber n erbracht. Wir zeigen nur den Iterationsschritt
fir (I).

(n-1 [n]
Lt B I . A
- e
BS GW vS
n] +Mn-1 By vs[n-ﬂ G‘En]
XU =TTX | gm " \ym
S w S

) starten; dabei ergibt

-4 O

Bemerkung: Man kann auch mit Xfol = (
sich allerdings

_ 0 0
TE - (B .'t) i (V m)
s S

(o 01
TT 'i'[D] = (Bw Vs ) - Gw = X1[1].

Wir erinnern nun an den Begriff des Kerns aus §1. Ein Kern ist
eine Menge, flir die eine einschrinkende Eigenschaft der Art
"man kann hinein, aber man muf heraus'" gilt. Diese Beziehung
zwischen KSnnen und Miissen driickt etwa die Verhiltnisse bei Ge-
winn- und Verluststellungen aus. Der Zusammenhang ergibt sich
unmittelbar aus S51.6.
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S6.3 Der Spielgraph (P,I") besitzt zwei ausgezeichnete Kerne
K1 und KZ’ nidmlich
K, = {pjeP | X, [i1= 0} v =1,2.

Korollar: Ausfilhrlich geschrieben bedeuten diese Kerne

Ky = {p €P, | w gewinnt nicht}. {p €P_ | s verliert }
Ky = {p €P, | w verliert Poip €P_ | s gewinnt nicht }
und somit ist (wegen v, ¢ C& » V€ Cs)
KinK, = {peP, | w verliert } v{pePg | s verliert }

die Menge der Verluststellungen und

KixK, = fp€P_ | w hilt Remis}

K,\Ky = {peps | s hdlt Remis}

die Menge der Spielremisen.

Kk, = {peP, | w gewinnt nicht{v {p €P, | s gewinnt nicht }
ist die Menge der Nicht-Gewinnstellungen.

Wir kénnen von der Lage der Kerne also folgende Skizze geben :

4

9

s
k?.

Dabei sind die Extremfille K1r\K2 = ¢4 (es gibt nur Remisstel-
lungen) und K1 = K, (es gibt keine Remisstellungen) méglich.

Ein zyklisch 2-geteilter Graph kann aufier den Kernen K1 und
K, des S6.3 weitere Kerne haben.
Beispiel: Wir geben den Graphen durch sein Bild an.

P 4 3 A 4 Dabei bedeute ein Bogen
(i,j) ohne Pfeil:
ielrj und jeri

R g ~ 6 5

Fir diesen Graphen ergeben sich die ausgezeichneten Kerne
K1 ={1,2,4,8} , K, -{4,5,6,8}

sowie zwei weitere Kerne
K; ={1,4,6,8} , K, ={z2,4,5,8} .
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Jedoch sind die Kerne K, und K, charakteristisch in folgen-
dem Sinne:

$6.4 Seien K, und K, die ausgezeichneten Kerne des Spiel-
graphen (P,[). Dann gilt fiir jeden beliebigen weiteren
Kern K
K1nK2 € K ¢ ](.lul(2 .
Bemerkung: Das bedeutet, daR durch einen beliebigen Kern
(als einer allgemeinen L8sung des Booleschen Gleichungssy-
stems X = T X) u.U. die Remisstellungen nicht alle - im
Gegensatz zu den Verluststellungen - beschrieben werden.

Beweis von $6.4: Jeder Kern enthilt die Menge {pcP | p=g}
und somit gilt
@) rin .

(M {pyePy | V1 =L} K.
Weiter bestehen die Implikationen

-11.. n]:. =
(2) Falls {p, e P | VI Thi=L}cK dann {p; € P, | 6™l = Lyc K .

nl .. = .

(3) Falls {p; €P, \G‘E lil= L} <K dann {p e P |V (1= Ljc XK.
Wir zeigen zundchst (2). Sei p=p; mit Gdn%i]= L. Dann gibt es
nach §5.3(1) ein p;elp mit vO-hg= L, don. pje K und somit
p ¢ K. Zum Nachweis von (3) sei p=p; mit Vghlﬁ}= L und wir
nehmen an p ¢K. Das bedeutet TpnK # ¢ und somit gibt es ein
p;e Fpn K. Nach 85.3(II) ist aber Géﬁ%j]= L, d.h. qu X. Dies

ist ein Widerspruch.
Aus (1) ergibt sich mittels der Implikationen (2) und (3)

durch Induktion und mit Hilfe der Beziehung Gw =V G&k] ,
k21
vy =V v_?‘]
k2o

(4) {pjeP, | V Iil=L} ¢ K ; Kc{pP, | G [iI=0}
und entsprechend bei Betrachtung von V und Gg:
(s) {pjeP, | V,[il=L} ¢ K ; Kc{pePy [ G [il=0}.

Dies bedeutet aber unter Beachtung der im Anschlufl an S6.3
erfolgten Erlduterungen
Kink, € K < KivK
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§7 Vereinfachungen fir ein spezielles Brettspiel

Die Vorstellung von den bekannten Brettspielen verbindet sich
mit einer einfacheren Struktur als die des Spiels der allge-
meinen Definition des §2. Wir wollen auf diese mégliche Ver-
einfachung in der Darstellung eingehen und orientieren uns
dazu am Schachspiel.
Sehen wir von Besonderheiten - wie der Einschrdnkung des Zug-
rechtes einer Figur durch die Stellung anderer, sowie der
Moglichkeit des Schlagens - ab, so kénnen wir von folgender
Situation ausgehen: Auf einem Schachbrett bewegen zwei Partei-
en einige Figuren. Jeder einzelnen Figur ist ein bestimmtes
Zugrecht zugeordnet. Der Zug einer Partei erfihrt nun folgen-
de Einschridnkungen (im Vergleich zu den mdglichen Ubergingen,
die die Matrix T des Schachspiels erlauben kénnte)
(A) Eine Partei indert nur die Stellung der eigenen Figuren,
(B) sie wdhlt genau eine Figur und bewegt sie gemidR deren
Zugrecht,
Die Eigenschaft (B) gestattet die Beschrinkung auf eine Figur
(als "Summenfigur'") fir jede Partei durch Betrachtung des
Summengraphen.

Definition eines speziellen Brettspieles:

Flir zwei Parteien oder Figuren (1) und (2) sei je ein Graph
G1 = (Ql,r1) » Gy = (Qz,ré) mit assoziierten Matrizen B,,B,

gegeben, der die Stellungen und Gangart der Figuren beschreiben
soll, in dem Sinne "Figur (F) wird vermdge FF auf Qp gezogen".

Weiter sei. eine beliebige "Zielmenge'

M<cQ*Q, mit M= M;uM,
zur Ergdnzung der o-Verlust- oder Mattstellungen gegeben.
Ein Abspiel laufe folgendermafen ab:
Beginnend mit einem Punkt po=(i,k)e Qlu Q2 und einer Angabe da-
ritber, ob (1) oder (2) in p, am Zuge ist - damit ist P, Aus-
gangsstellung des Spieles - werden die Figuren abwechselnd
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gezogen, d.h.wenn etwa (1) in p, am Zuge war, wihlt (1) einen
Punkt i' € r1i und sodann (2) einen Punkt k' € rzk usw. Das
Spiel endet, falls eine der Figuren nicht mehr ziehen kann
oder ein Punkt aus M erreicht ist und zwar mit Gewinn fiir (1),
falls nach dem letzten Zug von (1) gilt: (2) kann nicht mehr
ziehen, oder es ist ein Punkt aus M2 erreicht. (Analog Gewinn
fir (2) ).

Wir werden dieses Brettspiel nun in die Definition des §2 ein-
ordnen und die Ergebnisse des §5 in adiquater Form auffithren.
Zunichst milssen wir dazu das Quadrupel (Pw,Ps,po,r) des Brett-
spieles mit w=(1) und s=(2) angeben.
Die Menge der Positionen besteht aus der disjunkten Vereinigung
zweier Exemplare von Q1x QZ:

P, = (Q1x Qz)v =1,2) , P:=P OP, ,
wobei der Index 1,2 angibt, welche Partei am Zug ist.
Vereinbarung: Diese Indizierung soll der Einfachheit halber
nicht an der Position, sondern an den darauf operierenden
"Funktionen" erfolgen.
Da die Positionen durch einen Produktraum beschrieben werden,
verwenden wir in diesem Fall statt Gewinn- und Verlustvektoren,

Matrizen, d.h. wir operieren mit G,,Gf“l...,vgnk“glqd 1,
» Xy

Wir schreiben etwa Vfdfi,k] =L mit der Bedeutung: (i,k)=
(i,k)1 ist eine o-Verluststellung fiir (1) in der Stellung
(i,k) mit (1) am Zuge.

Gemdf den Forderungen in der Definition des speziellen Brett-
spieles kinnen wir weiter setzen

VOU,KT t= (Tqd =g v (1,K)€M )
VIOLLK = (Tok =g v (1,K0€M, )
sowie die Korrespondenz [ auf P erkliren vermdge
Cyd x {k} (i,K) ¢ M,
fir

1. TP, M(i,k) := { )
¢ (i,k) €M,
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i} x Mk i,k M
{1§ 2 fur (i )é‘ 2

2. Tip, I(i,k) =
] (i,k) €M, .

Diese Definitionen sind natlirlich vertrdglich, da - wie man
leicht sieht - gilt

VORI = (MK, = 8) forv =1,2.

Die Beschreibung des Zugrechtes eines Brettspieles erfolgt
durch By und B,, die zusammen ZWQ1LD2[ Elemente haben, wih-
rend bei der allgemeinen Darstellung des §2 die Matrix T gleich
2-(|Q1Lp2()2 wesentliche Elemente zihlen wilirde.

Nun wollen wir die Sidtze 5.3 und 5.4 anwenden und die fiir die
hier eingefiilhrten Matrizen geltenden Aussagen ableiten.

S$7.1 Beziehung zwischen den Gewinnmatrizen G, und V, eines
speziellen Brettspieles
mn) . -1 o sh-11
6 By V" VA VO LG
m] _gmig T (0)
v, [Pl SV A

Korollar: Deutet man (1) als Spinne und (2) als Fliege und
B1 = B2 als Spinnennetz, so liefert S7.1 mit

] .. yO . 0) .
G1 : V1 = E VZ = 0

einen Algorithmus zur Jagd "Spinne gegen Fliege".
Ein entsprechendes ALGOL-Programm von Prof.Dr.A.van Wijngaarden
war Ausgangspunkt meiner Bemilhungen kombinatorische Spiele zu
analysieren.

Beweis von S7.1: Wir benutzen die Ungleichung GJn)ﬁ Bw V;n_I)
des $5.4 und erhalten aus anki,k]-L die Existenz eines p aus
[(i,k)¢ mit Vén'Ikp]-L. Dies ist aber gemi#f Definition von[|P,
sowie Vf°) gleichbedeutend mit der Existenz eines j¢ F1i mit
v PG, KDL und (5,001 ¢Mp bawe VATVLLKT A V08,47 L
Wir haben also die Beziehung

M &™Ma,k 4V v . LK
je F11



- 42 -

gewonnen und damit auch die erste Gleichung bewiesen.
Entsprechend 148t sich aus V;n)= Bs C&n] (55.3) die zweite
Gleichung ableiten:

VM, = VPR = (Fper(i,hg | ST =L )
= \/ é‘[n]-,. V(O).’k
j o ST T
=V (B,0k,31 & &TMG,i0) & 7,7 Ok, 1]

Also VZT[n]= B E1T£D1A V}T(O)

2
V;h] - E}H]BZT A V;D)
V%nl = EfﬁleT v V;°) bzw.
an v, - AN i 5 v,
J 2

Wir betrachten die Aussagen des S7.1. Ist die Korrespondenz r1
und somit die assoziierte Matrix B, abhidngig von der Stellung

k der Figur (2), so gilt nicht mehr die erste Gleichung, jedoch
die Beziehung (I), die nur ein festes k enthdlt. Dazu muff man
die Definition eines speziellen Brettspieles erweitern und [,
durch ri(k) ersetzen, d.h. der Figur (1),IQ1| Graphen zuordnen.
Entsprechendes gilt bei der Abhidngigkeit von rz(i) flir die Be-
ziehung (II). (Diese Auffassung ist gegeniiber D2.1 nur dann von
Vorteil, wenn die r1(k) fiir alle k leicht zu beschreiben sind.)

Wir fassen dies in einem Satz zusammen, der Grundlage fiilr einen
praktischen Algorithmus ist.

§7.2 Gegeben sei ein spezielles Brettspiel mit einer Abhdngig-
keit der Gangarten r,=r3(k) und r2=ré(i) von der Stellung der
anderen Figur. Zur Berechnung der Gewinnmatrizen eignen sich
die Beziehungen

6, ™M = Vv, V0., 5 . v, O,
jelii

(D
6,1 - g 01T, g
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AR I AN L 38 v,k
jelk
(D {nl n )
nl _ -11 (n
V2 Vz v V2
Zum Beweis beachte man bei (II) V;m‘véh-ﬂ d.h. V£°%V£h'13.o_

Daraus ergibt sich dann gem#f S7.1 (II) und Vém*vghL\V;h'u
die Behauptung.

Bemerkung: Die Asymmetrie der Beziehungen, die sich im Vorko
men von V;m in (I) ausdriickt, rithrt von der Definition eines
speziellen Brettspieles her, in der nur o-Verluststellungen
(Matt) aber nicht o-Gewinnstellungen ausgezeichnet worden si
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§8 Riuckfithrung des Schachspieles auf ein spezielles Brettspiel

Wenden wir unsere Ergebnisse auf eines der bekanntesten Figuren-
Brettspiele an: Das Schachspiel.

Beim Schach besteht eine Position p = (w1,..,w16,s1,..,516,F,I)
aus den Lokalisierungen der Figuren o € w;,s; € 64 ( = o be-
deutet: Figur nicht vorhanden), der Angabe des Zugrechts F und
einer geeigneten Information I zur Beachtung der Rochade, des
En-Passant-Schlagens, der Zugwiederholungsregel und der 5o0-Ziige-
Regel. Vom Parameter I wollen wir im weiteren absehen.

Geht man wie in §2 vor, so ist eine Beschreibung des Schachs
nach entsprechender Beriicksichtigung der Pattstellungen méglich.
Wir wollen jedoch das Schachspiel als ein spezielles Brettspiel
im Sinne des §7 auffassen und den Algorithmus des 57.2 auf sei-
ne Verwendbarkeit hin diskutieren,

Die Besonderheiten, die wir beachten miissen, sind die Definition
des Matts, die Beschrinkungen des Zugrechtes einer Figur durch
andere, eingeschlossen der M8glichkeit des Schlagens, sowie der
Regel, daB man nicht ins Schach ziehen darf, und das Patt. Wir
streben an, den Schwierigkeiten durch geeignete Vorbesetzung

der Startmatrix Vé°)und konsequente Benutzung des Algorithmus
Rechnung zu tragen.

Die Voraussetzung der Unabhingigkeit des Zugrechtes der Figuren
voneinander ist nicht gegeben, und so lassen sich auch nicht
mehrere Figuren zu einer Summenfigur zusammenfassen. Dennoch
kann man alle Besonderheiten am speziellen (End-) Spiel

wK + wF x sK + sF

studieren, bei dem wF bzw. sF gegebenenfalls als Reprisentant
der weiBlen bzw. schwarzen Figuren steht.

Wir gehen also von folgender Situation aus:

Gegeben ist ein Schachbrett mit 64 Feldern von 1 bis 64 nume-
riert, sowie ein Feld o, Darauf operieren zwei Parteien, w und
s mit je einer ausgezeichneten Figur, dem Kénig K, und einer
weiteren Figur F. Eine Stellung ist also gegeben durch ein
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Quadrupel

(wK,wF,sK,sF) mit 1 £ wK,sK £ 64, o € wF,sF £ 64
sowie einer Angabe dartiber, wer am Zuge ist.
Wir werden sehen, wie man auf das Feld o fiir geschlagene Figu-
ren verzichten und das Schlagen einfacher beriicksichtigen kann.

Weiter sei nun jeder einzelnen Figur ein bestimmtes Zugrecht
zugeordnet. Zur Vereinfachung vereinbaren wir, die zugehdrige
Korrespondenz [ nicht noch durch F zu indizieren, so daf also
TF genau die Felder umfaRt, auf die die Figur F vom Feld F aus
(unter Beachtung anderer Figuren) ziehen kann. Ebenso ist klar,
was Tw bedeutet, wenn wir von der weiflen Stellung w = (wK,wF)
sprechen.

Das Zugrecht einer Figur erfidhrt durch die Stellung anderer Fi-
guren genau definierte Verinderungen, zumeist Einschrinkungen.
Zur Diskussion steht also der Algorithmus des $7.2

G“fm[w,s] = V (n 1)LwN sl A G[n U[w s] A V(°)[w s}
wNer
0 n] n-1] (n)
n n- n
Gy = Gy v Gy
V(m[w,s] = A Gm[w,sN] A an_u[w,s]
s sNeTs ¥ s
(11)
(n] - m-1] n)
VS VS v VS
wobei [ - sofern im folgenden nicht ausdriicklich anders ver-
merkt - das modifizierte Zugrecht bedeuten soll.
Ferner ist eine Angabe iliber die Startmatrizen V(O) V[h:I GRL

ndtig, die im wesentlichen auf die Vorbesetzung 3(0) -M
(Menge der Mattstellungen) hinausliuft.

Durch eine darliberhinausgehende Vorbesetzung wollen wir den Al-
gorithmus'jedoch so steuern, daB er einigen Besonderheiten des
Schachs Rechnung trigt.

v(m

1. Einfdhrung und Beriicksichtigung illegaler Stellungen

Die Darstellung der Positionen als Elemente eines Produktraumes
ermdglicht die Anlage bestimmter Stellungen, die beim Schach-
spiel illegal sind, nidmlich solcher mit tbereinstimmender Brett-
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nummer (Inzidenzen), sowie mit benachbarten Kénigen.*)Im Hinblick
auf eine maschinelle Realisierung ist es bequem, diese Stellung-
en - in denen es entsprechend der Betrachtung als spezielles
Brettspiel ja auch ein Zugrecht gibt - hinzuzunehmen und dafir
zu sorgen, daB kein Einfluff auf legale Stellungen entsteht.
Dazu filhren wir eine Matrix ILL ein, die genau diese Stellungen
charakterisiert:
ILL [wK,wF,sK,sF] := (wK = wF) v (wK = sK) ¢ (wK = sF) v

(wF sK) v (WF = sF) v (sK = sF) +

(sK € T'wK)

S$8.1 Die Vorbesetzung
ol _ 07 .
M G, =V, = ILL
bewirkt im Algorithmus, daB illegale Stellungen nicht mehr
als Gewinn- bzw. Verluststellungen erkannt werden,
d.h. ¢\™ , v ¢ TIT fir nd1 .

Aus illegalen Stellungen darf also herausgezogen werden. Eben-
falls darf hineingezogen werden.
V(1) beschreibt die Menge der Stellungen {(w,s)s lrs = ¢} .

s
in denen s also nicht ziehen kann.

Beweis: Aus (I) ergibt sich (die bekannte Beziehung)

m ¢ wn-1]
GW GW

und zusammen mit
=0 ¢ oM n] .
ILL = G, G, bzw. Cw IiL
folgt also G;n) ¢ ILL . Analog ergibt sich V;n’ £ ILL .

Wir haben uns nur noch zu iberzeugen, da auch durch Ziige in
illegale Stellungen keine Nebeneffekte auftreten. Entsprechend
dem asymmetrischen Aufbau des Algorithmus bleibt nur die Wir-
kung von GJb]auf (II) zu untersuchen. In der Zerlegung
Vém[w,s] = A ¢Ma,sn A A\ G‘gm[w,sN] A VS[n'u[w,s]

sNels w sNels
ILL (w,sN] =0 ILL {w,sNl=L

‘7Pos1tiopen, bei denen die ziehende Partei im Schach steht,
gelten bei unserem Aufbau nicht als illegale. (S.Abschnitt 3.)
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ist der zweite Faktor ~ wegen G&nlﬁ GJ”l ~ identisch L und so-
mit ohne Einflufl auf den Wert von V;mﬁw,s], falls s # 4. Ist
aber I's = ¢ fir (w,s)g (und V;m[w,s] = 0), so ergibt sich bei
der ersten Iteration VS [w,s] =L .

Die Matrizen der Stufe o sind also im wesentlichen nur zum
Steuern und nicht im Sinne der D2.1 zu verstehen, So ist etwa
Vé°)# V;g] und Vé"entspricht V;°)usw.

Auf V;1) stehen durch die Vorbesetzung (1) schon die Stellungen
mit I's = ¢, und es bleibt noch unsere Aufgabe durch V;1)auch
die eigentlichen Mattstellungen beschreiben zu lassen. Wir wer-
den Matt berechnen und streben dabei an, auf Inzidenzen (die
tiberschaubar sind) zurtickzugehen und den Algorithmus zu verwen-
den.

2. Riickfithrung des Matts auf Inzidenzen und Beachtung der Patt-
Stellungen
Definition: Man sagt "sK steht im Schach'", falls den Kénig eine
weie Figur angreift, d.h.
sK ¢ [wF
(wobei " auch als Funktion von wK und sF zu verstehen ist).

Eine Stellung, in der s am Zug ist und nicht ziehen kann oder
sich durch jeden Zug ins Schach stellen wiirde, heifit fir s
"Matt", falls sK im Schach steht und ansonsten '"Patt'". Wenn
dies durch die Booleschen Matrizen Ms bzw. Patt_ charakteri-
siert wird, und wir fiir eine Stellung (w,s) die Aussagen

A := ( sKelwF )

B:= (s =¢3) v (sKNelwF fiir alle sNel's )
formulieren, so kdnnen wir schreiben

Msfw,s] i= A AB

Patts[w,s] = A AB,

(Dabei ist I wieder so zu verstehen, daB gegebenenfalls gilt
l(w,s)s = {(wK,wF,skN,sF), (wK,wF,sK,sFN), (wK,o,sK,sFN)}).
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Die Berechnung von Matt und Patt aus den Inzidenzen erreichen
wir nun durch Einfithrung des K8nig-Schlagezuges "wF schligt sKk"
d.h. durch die Vorbesetzung

(2) vs‘°’[w,s] := ( wF = sK )

$8.2 Nach Vorbesetzung (1) und (2) und Anwendung des Algo-
rithmus erhilt man

Gwm['w,s] = ( sKelwF)

m
Vs Ms v Patts

14

so daB sich also filr Matt und Patt ergibt

m N
M, = Vg'in Gy

. M, zm
Patts VS A Gw

Beweis: Vernachlissigen wir V;o)(siehe S8.5) und betrachten (I),
so gilt Gén[WK,WF,SK,SF] = L genau dann, wenn Bedingung (({a)
oder (b)) und (c) erfiillt ist. Dabei ist
(a) 3 wkNelw mit V;okwKN,wF,sK,sF] =L d.h. wF = sk
(b) 3 wEN€lw mit wFN = sK
(©) GoMwK,wF,sK,sF] = 0 .
Da (a) und (c) wegen (1) unvereinbar sind und (b) mit sKel wF
dquivalent ist, charakterisiert GJ" also die Stellungen,
in denen sX im Schach steht.
Betrachten wir nur legale Stellungen, d.h. Véhhw,ﬂ =0, so
gilt
villw,ql = sN{\,.S G‘fﬂ[w,sN] = ( skN e[ wF for alle sNels ).
Zusammen mit Vorbesetzung (1) und S8.1 ergibt dies die Bedin-
gung B in der Definition von Matt und Patt und somit

VS(” = MS v Patts .
Durch (2) erscheinen also die Pattstellungen bei den 1-Verlust-
stellungen. Dies muB richtiggestellt werden, was etwa nach der

ersten Iteration durch den Prozefl
Vs(l) - Vsm" Gw(1)

(aber nachdem V;ﬂ o Véd-v Vgl) durchgefihrt wurdel)
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erreicht wird. Wir wollen diesen Sonderalgorithmus nicht ein-
schieben und treffen unter der Annahme, daf Patt, von Anfang
an bekannt ist, die Vereinbarung

(0)
(3) Patt, & V.

Durch diese Vorbesetzung wird entsprechend der Berlicksichtigung
der illegalen Stellungen ohne Nebeneffekte erreicht, daf Patt-
stellungen nicht mehr betrachtet werden.

3. Vermeidung des Schlagens durch geeignete Einffihrung der
Teilspiele

Betrachten wir die Menge der Stellungen
{(WK,wF,sK,0) | wK,wF,sK beliebig} ,
so ist das dadurch gegebene Spiel wK + wF x sK ein Teilspiel

zu wK + wF x sK + sF im Sinne der D2.2. Auf die Verlust-

(n)

s °

Die Gewinnmatrix des Teilspiels wK x sK + sF bezeichnen wir

matrizen dieses Teilspiels beziehen wir uns mit v

mit g .

Nach gs.ﬁ kénnen diese Teilspiele vorweg behandelt werden.

Wir fragen zunidchst, was '"Schlagen'" bedeutet. Erstens die Ein-
fithrung eines Feldes o ffir die geschlagene Figur und zweitens
bei jedem Zug (in der innersten Schleife) eine Verzweigung der
Art

(wK,wFN,sK,0) falls wFN = sF
TwF ? (wK,wFN,sK,sF) =
ungeidndert sonst

Und dies bei jeder Iteration, obwohl im wesentlichen das Teil-
spiel wK + wF x sK nur einmal betrachtet werden miiite. Wir
werden uns im folgenden bemithen, die Information des Teilspiels
so zu {bernehmen, daf man auf das Schlagen verzichten kann.

a) Beachtung des Zuges 'w schligt sF'":

Da ein weifier Zug zu untersuchen ist, betrachten wir Algorith-
mus (I) und fragen, wann ein Schlagezug von Bedeutung ist.
Dies driickt sich gem#f (I) genau in folgendem aus, wobei wir
etwa "wK schligt sF'" betrachten:
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%) vs‘“’[wKN,wF,sK,o] =L > 6™ VLK, wF,sK,wKN] = L
flir alle wK €[~ TwKN

unter der Voraussetzung Ggpjv V#owwK,wF,sK,wKN] =0 .,

Das gleiche leistet aber der Algorithmus (I) und zwar ohne
Schlagen, wenn wir dem aus (II) sich ergebendem Vén), die (%)
entsprechenden Inzidenzsstellungen (wKN,wF,sK,wKN)g hinzufi-

gen.
Wir bilden also

67 . (n) * (n)
4) VS : VS v Vs ,

wobei V; die Information iiber Verlust aus dem Teilspiel
wK + wF x sK einfiithrt

(5) V:(nTwK,wF,sK,sF] = (wK=sF v wF=sF) ~ V;n%WK,WF,SK] (n21).

Vereinbarung: Da man bei den von uns gerechneten Schachend-
spielen nicht so sehr an der exakten Zugzahl bis zum Matt wie
an der Zugzahl bis zu einem Teilspiel interessiert ist, haben
wir durch folgende Zusammenfassung den Algorithmus vereinfacht.
(Im glinstigsten Fall verringert sich die Zahl der Iterationen
dabei um die maximale Zugzahl der Teilspiele und man spart die
stindige Durchfithrung des Prozesses (11).)

(a)" vioe v mit v} s }X1 v

Wir fassen zusammen

S8.3 Durch {4)' wird die Information aus dem Teilspiel
wK + wF x sK {ibernommen und die Schlageziige "w schligt sF"
sind entbehrlich.

b) Beachtung der Ziige "s schligt wF'" und "sF schligt wK":

Der Beachtung dieser Schlageziige liegt eine andere Auffassung
zugrunde als die der weifien Schlageziige unter a). Wir betrach-
ten o0.E, "sF schlidgt wF" und stellen fest, da allgemein gilt -
und darin dritckt sich die Bedeutung des Schlagezuges aus -

1

(%x) Gw[wK,qu,sFN]=0 > VS[wK,sFN,sK,sF]=O fiir alle sFel" sFN



- 51 -

D.h. in der Stellung (wK,sFN,sK,sF); verliert s nicht, da es
zumindest einen Schlagezug hat, der in eine Stellung aus dem
Teilspiel wK x sK + sF fuhrt, die fiir w nicht gewonnen ist.
Un dieses Schlagen gemdf (II) zu verhindern (nur um immer wie-
der festzustellen, daB s in diesen Stellungen einen guten Schla-
gezug hat), werden wir diese Stellung als o-ziigige Verluststel-
lung (!) erkliren und dadurch analog der Beachtung des Patts und
der illegalen Stellungen erreichen, daR sie nicht mehr behan-
delt wird.
Da wir (II) nicht in der (I) entsprechenden Form ( VS = V’Ew )
haben, miissen wir dazu einen eigenen Algorithmus formulieren
(III) Dfw,s] := \/ Clw,sN] .
sNel s
Aus den (*x) entsprechenden Inzidenzstellungen (wK,sFN,sK,sFN)y
bzw,
(6) C[wK,wF,sK,sF] := { sK=wF v sF=wF ) & §w[wK,sK,sFJ
v( sF=wK )
erhdlt man dann mittels (III) die in Frage stehenden Stellungen
auf D. L&At man illegale Stellungen auBer Betracht, gilt nidm-
lich fiir eine Stellung (wK,wF,sK,sF)g , D ='L genau dann, wenn
3 sKNel'sK mit sKN=wF und G, lwK,0,sKN,sF] = 0
oder J sFNel sF mit sFN=wF und Gw[wK,o,sK,sFN] = Q
oder 3 sFNe I'sF mit sFN=wK .

S$8.4 Durch (6) und Algorithmus (III) ergibt sich die Matrix D,
die die Information des Teilspiels wK x sK + sF einfilhrt.
Gentigt die Vorbesetzung der Bedingung

(7) p < viel |
so werden die schwarzen Schlagezilge "s schligt wF" und
"sF schldgt wK" entbehrlich.

Im Algorithmus (I) hat V;b)berucksichtigt werden milssen. Durch
V£°)‘ GJW lieBe sich (I) zu einer (II) entsprechenden Form
vereinfachen, witrde jedoch die Berechnung von V;b)voraussetzen.
Nach der Vorbesetzung (7) erhilt man auch so
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58.5 Beriicksichtigung der weifien Mattstellungen:

Es geniigt Algorithmus (I) in der Form

(" Gén’fw,s] = \V V;n_1)[WN,S] A Eg""l[w,s]

wNelw

durchzufithren.
Beweis: Ist (w,s)w eine weifie Mattstellung, so heifit das, daB
Tw =g ist - und in diesem Fall ist (I)' #quivalent (I) - oder
daB fur alle wNelw gilt wKNel sF und somit D{wN,s] = L. Wegen
(7) folgt weiter V;n)[wN,s] = 0 fir alle n*1 und somit kann
auch bei Algorithmus (I)' keine Mattstellung als Gewinnstellung
erkannt werden, d.h.

(n) T () :
G, *=V, auch bei (I)'.

4. Der Begriff der Rickrechnung

Betrachtet man den Algorithmus (I',II) fir die Gesamtheit der
Nicht-Remis-Stellungen, so erweist sich der Versuch, von be-
kannten Stellungen weiter- oder riickzurechnen, als vorteilhaft.

a) fur Weif

Algorithmus (I) oder (I)' unterscheidet sich von (II) in fol-
gendem: Bei (I)' ist es nicht ndtig, alle Stellungen (w,s) zu
untersuchen, sondern es geniigt von den Stellungen (wN,s) mit

V;“'l)[wN,ﬁ = L auszugehen und hat gemidf der Feststellung

) V;n_1)[wN,s],« EJh'1J[w,s] = Gdn)[w,s] fiir alle we ™~ TwN.

alle sich ergebenden n-ziigigen Gewinnstellungen.

Diese fiir einen praktischen Algorithmus wichtige Eigenschaft
wollen wir als Riickrechnung fiir Weill bezeichnen ("Gén) wird
aus Vén'1) riickgerechnet").

b) fiir Schwarz

Das gleiche Vorgehen ist auch hier méglich, wenn man mit den
komplementdren Matrizen arbeitet und dafiir den Algorithmus
(I1) formuliert

, (n) - = Inl gm-1
an’ 7™ tw,s] sN\e/rs 5w, v 77 [,
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Im Sinne von a) wiirde das bedeuten "Vén) wird aus EJH] rilck-
gerechnet”. Will man jedoch nicht zu den komplementiren Ma-
trizen libergehen, kann man die Beziechung
() V;n)[w,s] 4 sNEZFs Gén)[w,sN]
ausnutzen. (Ihr liegt die Uberlegung zu Grunde, daB eine Stel-
lung (w,s) nur dann als n-ziigige Verluststellung in Betracht
kommt und mittels (II) untersucht werden muB, wenn mindestens
ftir ein sNels, (w,sN) als n-ziigige Gewinnstellung erkannt
worden ist.) Aus der Identitidt

Vs(n) w,s] = N\ Gw["] [w,sN] A Vs["'ﬂ [w,s]

sNels

= A eMpusNi AV wa“"”[w,sN]
sNel's sNels

und der Annahme V;n)[w,s] = L folgt sofort, dafl es ein sNels
gibt, mit GP°H o 6w, sN] = L d.n. 6™ [w,sN] = L und

(R) ist bestdtigt.

Wir kdnnen also ausgehend von G&n) mit G¢n)[w,sN] = L die
Stellungen (w,s) fir alle s ¢ ["'gy markieren (z.B. auf V;n))
und dann mittels (II) nur markierte Stellungen untersuchen.

Dies wollen wir als Rickrechnung fiir Schwarz aus G¢n’bezeichnen.

Bemerkung: Die "schwarze Riickrechnung" ist natiirlich nur dann

sinnvoll, wenn nur ein kleiner Teil der Gesamtstellungen mar-

kiert wird. In giinstigen Fdllen kann dadurch der Rechenaufwand
auf einen Bruchteil zuriickgehen.

S. Beschridnkungen des Zugrechtes

Die bisherigen Oberlegungen haben gezeigt, daB die Beschrin-

kungen des: Zugrechtes zum Teil entfallen k&nnen. Gemif S8.1

ergibt sich

(8) Koénig und Springer miissen keine Figur beachten, d.h. das
zugehdrige T erfihrt keinerlei Beschrinkungen.

Bemerkung: Bei der Feststellung in S8.1, daB V;1)die Stellungen

mit s = ¢ beschreibt, wird allerdings benlitzt, daB [ das be-

schrdnkte Zugrecht darstellt. Im Falle eines Vier-Figuren-

spieles gilt aber {(w,s)s | Ts=¢}=4¢ .
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(9) Auf einen Koénig fremder Farbe muB nicht achtgegeben werden.

Durch Vorbesetzung (2) und (6) wurden diese Stellungen n#mlich
schon behandelt.

Bei der folgenden Eigenschaft nutzen wir wesentlich aus, dafl es
sich um ein Vier-Figurenspiel handelt.

(10) In einem 4-Figurenspiel wK + wF x sK + sF | bei dem sF
eine solche Figur ist, daB die Verinderung des Zugrechts
durch andere Figuren in einer Beschrinkung des Zugrechts
liegt, gilt dariiberhinaus : sF muf nicht auf wF achten.

Beweis: sF beachtet wF heift also: Falls wFel sF erfihrt T ge-

wisse Beschrinkungen zu [(wF), d.h. [(wF)sF « ['sF .

(Fiir sF = sB ist dies z.B. nicht richtig!)

Fiir ein 4-Figurenspiel gilt nun trivialerweise, dafi fiir alle

Stellungen ohne wF, w nicht gewonnen hat, d.h.

gw[wK,sK,sF] =0
und somit nach S58.4
D[wK,wF,sK,sF] = L falls wFelsF .

Das bedeutet aber wegen Vorbesetzung (7) V;okwK,wF,sK,sF] = L

fiir alle Stellungen, in denen sF auf wF achten miifite.

Bemerkung: Umgekehrt gilt aber "wF beachtet sF" - wie man sich
an trivialen Beispielen iiberlegt. Die obige Argumentation trifft
deshalb nicht zu, weil vs[wK,wF,sK] nicht identisch L ist.
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§9 Realisierung des Algorithmus fiir ein Schachendspiel

auf einer Rechenanlage

Die Berilicksichtigung der Besonderheiten des Schachs im vorigen
Paragraphen, die im Hinblick auf eine schnelle maschinelle Rea-
lisierung vorgenommen worden ist, setzt in der beschriebenen Art
voraus, daB der gesamte Stellungsraum betrachtet wird. Der ge-
wonnene Algorithmus kann als Riickrechnung, ausgehend von Matt-
stellungen bezeichnet werden, wihrend die fiir beliebiges n

bei fester Stellung ausgefithrte Formel des S5.5 als Vorwirts-
rechnung (Aufstellen des Spielbaumes) angesehen werden kann.
Eine Riickrechnung ohne vorherige Anlage aller Stellungen ist

im Falle weniger Nicht-Remisstellungen auch durch Auflisten
méglich.

Auf die Bedeutung und die Grenzen des Verfahrens in §8 wollen
wir kurz eingehen. Wir akzeptieren die Fragestellung nach der
exakten Zugzahl. Man kann ein triviales Spiel angeben, bei dem
eine Strategie flir alle Stellungen erkldrt sein muB (, da alle
bei der Partie durchlaufen werden).

Betrachten wir ein nicht triviales Beispiel: das Turm-Endspiel
wK + wT x sK . Bei der Methode der Riickrechnung hat man alle
Stellungen, das sind 218, zu betrachten. Weiter gilt |lw|l & 22
und ['s{ ¢ 8 , und wir nehmen als Durchschnittswerte 18 bzw. 7
an. Bei der Vorwdrtsrechnung entspricht nun "Bw-Bs" einem Zug
und der Anlage von 7-18 = 126 = 27 Stellungen im Spielbaum.

Wir fragen nun, ausgehend von einer festen Stellung: Wieviel
Zige (x) exakter Vorwdrtsrechnung sind nétig, um ebensoviele
Stellungen anzulegen, wie bei der Riickrechnung zu betrachten
sind, ni&mlich 218?

Aus der Beziehung (27)x = 21
hat man bei 3 Ziigen optimaler Vorwirtsrechnung schon mehr

8 1

ergibt sich x = 5 <3 . Also

Stellungen anzulegen als die Gesamtheit aller Stellungen
ausmacht.
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Der Algorithmus (I,II) in der Form des §8 wird sich also beson-
ders fiir Probleme eignen, bei denen exakte Zugzahl und eventuell
eine Gesamt-Ergebnisliste interessieren.

Ein anderer Weg mufl beim Schach beschritten werden, falls ein
Programm fiir beliebig viele Figuren gesucht wird. Unter Verzicht
auf Optimalitit wird dabei die Vielzahl der zu untersuchenden
Stellungen des Spielbaumes in mehrfacher Weise eingeschrédnkt, im
wesentlichen nach einer Methode, die man wie folgt beschreiben
kann: Selektive (bewertete) Vorwirtsrechnung (eventuell wird
von bestimmten '"toten" Stellungen nicht mehr weiter gerechnet)
in einer variablen Tiefe (3 - 6 Ziige, je nach Stellung) ; an-
schlieflend Bewertung der erhaltenen Stellungen durch eine empi-
risch eingegebene Funktion.

Fir eine 0Obersicht tiber diese Bemithungen um ein allgemeines

Schachprogramm verweisen wir auf folgende Literatur:

Samuel A.L.: Programming Computers to Play Games, in Advances
in Computers, by Alt, Acad.Press, 1960, S5.165-192.

Michie D.: Game-playing and Game-learning Automata, in Advances
in Programming and Non-numerical Computation, by Fox,
Pergamon Press, 1966, S.183-2oo0.

Good I.J.: A Five-year Plan for automatic Chess, in Machine
Intelligence 2, by Dale and Michie, Oliver and Boyd, 1968.
S$.89-118.

Euwe M.: Schach mit dem Computer, IBM Nachrichten 196, 1969.

Scott J.J.: A Chess-Playing Program, in Machine Intelligence 4,
by Meltzer and Michie, 1969.

Wir wenden uns nun Schachendspielen zu und betrachten ein
4-Figurenspiel der Form wK + wF x sK + sF oder wF x sF.

Da wir u.a. das Spiel D x T - das praktisch stets fir D ge-
wonnen ist - behandeln wollen, kommt Auflisten nicht in Betracht.
Somit ist die Verwendung des Algorithmus (I,II) von §8 gerecht-
fertigt und soll nun weiter diskutiert werden.
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Symmetrisierung:

Das Schachbrett und -spiel hat, falls keine Rochade zugelassen
wird, eine Symmetrie, und falls auch keine Bauern vorhanden sind
- und dies ist der von uns betrachtete Fall - drei Symmetrien.
Wir machen nur von zweien Gebrauch, indem wir eine Figur auf
einen Quadranten beschrinken. Dadurch reduziert sich die Zahl
der Stellungen auf den vierten Teil. Die dritte Symmetrie nicht
auszunutzen, hat folgenden Vorteil: Einmal hat man durch die
Gleichheit der Anzahl symmetrischer Gewinn- bzw. Verluststel-
lungen eine Kontrolle fiber den Algorithmus und i{iber die Rechen-
anlage und zum anderen steigt der Programmier- und Zeitaufwand
bei Beachtung der dritten Symmetrie erheblich. Die Symmetrie-
sierung wirkt sich nidmlich auf das Zugrecht aus. Wird der Be-
reich der symmetrisierten Figur durch diese titberschritten, muf
geeignet gespiegelt werden. Bei zwei Symmetrien kann nun durch
entsprechende Brettnumerierung erreicht werden, daB die durch
die Spiegelungen ndtigen Maschinenoperationen kurz und schnell
sind,

Komprimierung durch die Speicherstruktur einer Rechenanlage:

Zur Vereinfachung der Beschreibung gehen wir von der Annahme
aus, daBl wir eine 64-Bit-Maschine zur Verfilgune haben. Ein
Ganzwort ist fir uns dann ein Element aus 534:=1;1,64 , und
wir nehmen weiter an, dafl Elementaroperationen vel, et, ~ ge-
geben sind in der Art (Vektoroperationen auf 1%4):

Fir a = (a,,..,a64) und b = (b1,..,b64) sei
a vel b = (a1v b1,...,a64v b64)
a etb = (a1Ab1,...,a64Ab64)

a = (51,....,564)

Weiter bedeute die Schreibweise ie€a :X a; = L und sei
durch eine Prozedur realisiert.

Wir werden also eine Figur F bitweise verschliisseln. Falls wir
F so widhlen kénnen, daBl der Algorithmus weitgehend unabhingig

von der Stellung von F (durch simultane Operationen) arbeiten
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kann, haben wir also nicht nur den Faktor 1/64 im Speicherbe-
darf, sondern mit Ausnahme der F betreffenden Operationen auch
im Zeitbedarf. Allerdings konnte auf der verwendeten Rechenan-
lage nur ein Faktor 1/32 erhalten werden.

Die dadurch auftretenden Probleme liegen im wesentlichen bei
der Beschreibung des Zugrechtes von F und der Beriicksichtigung
der Symmetrisierung. Wihrend man das Zugrecht " der iibrigen
Figuren durch geeignete Listen angibt, wird das Zugrecht von F
entsprechend der bitweisen Verschllisselung durch einen Vektor
Gamma [1 : 647 (Gamma[F]e-854) beschrieben, gem#B der Erkli-
Tung

FNe lF P-g FN € Gamma{F] ,

wobei Behinderungen durch andere Figuren nicht berlicksichtigt
sind. Die eventuell ndtige Beriicksichtigung anderer Figuren
148t sich durch wenige Elementaroperationen und Abpriifungen
unter Verwendung von #hnlich wie Gamma aufgebauten Vektoren
mit geringem Aufwand erledigen. Ebenso lassen sich die durch
die Symmetrisierung erforderlichen zwei Spiegelungen durch
Shiftoperationen einfach bewiltigen, so daB sich hinsichtlich
der F betreffenden Operationen der Zeitbedarf durch die bit-
weise Verschlilsselung und Verwendung von Gamma immerhin auf
etwa 1/1o reduziert.

Blockeinteilung der Stellungen:

Trotz optimaler Speicherausnutzung der Rechenanlage durch bit-
weise Verschliisselung ist die Zahl der bendtigten Ganzworte noch
zu grof, und wir werden die Stellungen in Bldécke mit einer fe-
sten Figur einteilen. Dazu stellen wir einige Anzahlen zusammen:

Gesamtzahl der Stellungen (mit illegalen, bei 2 Symmetrien)
16:643 = 4 194 304
Zahl der entsprechenden Ganzworte
%) © 16-64% = 16:4096 = 65 536
Gesamtzahl der legalen Stellungen (bei 2 Symmetrien)
3 418 928
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Wir versuchen nun die symmetrisierte (SY), die bitweise ver-
schliisselte (BV) und die blockeinteilende (BL) Figur glinstig

zu wihlen.

Klar ist, daB wir SY verschieden von BV annehmen.

Die Aufspaltung (%) legt nahe (da 4096 fir den Arbeitsspeicher
eine geeignete Grofe darstellt), dal SY gleich BL gewdhlt wird.
Um den Blockwechsel bei Spiegelung mdglichst gering zu halten,
werden wir SY so bestimmen, daf die durchschnittliche Zugmdglich-
keit klein ist. Dies trifft auf den Kdnig zu.

Wir wihlen SY = wK und somit auch BL = wK .

Bei der Festlegung von BV spielt eine Rolle, daB auf BV keine
andere Figur (oder méglichst wenige Figuren) achtet, um nicht
bitweise, sondern simultan und zellenweise zu arbeiten.

Dies ergibt gemdB §8,(10) : BV = wF .,

Wir haben also flir festes wK (1€wK€16) Matrizen WKGv;n)und vaén)

ﬁber.864, die durch die schwarze Stellung s (1£€s5€4096) indiziert
sind und die WF (14wF€64) im Bitmuster ("XG ™rs1eB(,) ver-
schliisselt haben.

Der Algorithmus (I,II) wurde entsprechend der vorstehenden Ver-
einbarungen in ALGOL unter Verwendung einiger code-Prozeduren
programmiert. Wir geben eine knappe algorithmische Formulierung
an:

GEWINN:

for all wK do

MITTELS WK: K@ . Vel WKly (n-1)

wKN e TwK

ERGAENZT MITTELS WF:

for all s do WK Mgy . Vel Gamma [wF]
v wE € Wy =T

. wK. (n) - wK,. (n) wK=[n-1]

SODANN : GW Gw et Gw

VERLUST :

for all wK do

for all s do why Mgy ix ET wxGwm[sN] et "KVS[n_ﬂl's]
s sNel's

if nicht fertig goto GEWINN
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Als Kommentar begniigen wir uns mit folgendem:

Fir die Rechnung ist es nur noétig die aktuellen (oder letzten)
Matrizen G£n], Vgn], V;n) gespeichert zu haben.

I und Gamma bedeuten das modifizierte Zugrecht, mit Ausnahme
der in §8,(8) bis (1o) aufgezeigten Méglichkeiten. Bei GEWINN
MITTELS WK muB gegebenenfalls auch noch gespiegelt werden. Die
Riickrechnung im Sinne des §8 wird bei GEWINN MITTELS WF und
(falls sinnvoll) bei VERLUST vorgenommen. Bei GEWINN MITTELS
WF muB geeignet bitweise gearbeitet werden.

Andere Algorithmen zur Behandlung von Schachendspielen sind bei
D.E. Knuth, The Art of Computer Programming, Vol.1, Seite 262 -
270 und bei R. Bellman in Applied Combinatorial Mathematics (by
E.F. Beckenbach), Seite 233, 234 vorgeschlagen und angedeutet.
Eine allgemeine Behandlung von Endspielen mit vier (oder mehr)
Figuren 148t sich jedoch wegen des auftretenden Speicher- und
Zeitbedarfs nur bei sparsamster, also bitweiser Verschliisselung
und mit daran in der beschriebenen Weise angepaften Methoden
praktisch durchfilhren.

Die Rechnungen wurden an einer TR4 von AEG-Telefunken des
Leibnizrechenzentrums der Bayerischen Akademie der Wissen-
schaften, Minchen durchgefilhrt. Die Anlage stellt dem Benut-
zer einen Kernspeicher von ca. 19 ooo Ganzworten zu 48 Bit so-
wie einen Plattenspeicher und mehrere Bandgerite zu Verfiigung.
Die Ausfithrungszeiten betragen fir elementare Internoperationen
ca. 8 [esec.

Wir stellen die Ergebnisse, die fiir einige Schachendspiele ge-
wonnen wurden, kurz zusammen. Dabei betrachten wir das Spiel
stets als eines mit w am Zug und erinnern an D4.4 iber die Zug-
zahl eines Spieles.

1. Turm-Endspiel wK + wT x sk

Es handelt sich um ein 16-ziigiges Spiel, das stets gewonnen ist.
16-ziigige Gewinnstellungen gibt es insgesamt 916, von denen aber
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nur 121 wesentlich verschieden (d.h, nicht durch Drehung oder
Spiegelungen ineinander tiberfilhrbar) sind. Zum Beispiel
w Kal Tb2, s Kc3 und w Kal Th8, s KdS.

2. Dame-Endspiel wK + wD x sk

Es erweist sich als ein stets gewonnenes, lo-ziigiges Spiel mit
kurioserweise nur einer wesentlich verschiedenen ldngstziigigen
Stellung. (Insgesamt gibt es 8 solcher Stellungen). Diese Ex-
tremstellung ist w Katl Db2, s Ke6.

Bei einem 3~Figuren-Spiel ist es natiirlich fiir einen Schach-
spieler kein Problem, den Gewinn zu realisieren, aber es ist
schwierig, ihn in der optimalen Zugzahl zu erreichen. In die-
sem Sinne wird von Verfassern von Biichern itber Endspieltheorie
die maximale Zugzahl nur teilweise richtig angegeben und eine
zugehtrige Belegstellung fehlt zumeist. Im Gegensatz dazu ist
es bei einem 4-Figuren-Spiel oft schon schwierig diberhaupt
richtig zu spielen und zu gewinnen.Beziiglich der Bedeutung der
Zugzahl erinnern wir an die Vereinbarung von $8.3, die aus
Grinden der Zweckmdfiigkeit noch modifiziert wird: Die Zugzahl
gibt (bei bester Verteidigung) die Anzahl der Zilige bis zum
Schlagen des sK - also einen Zug mehr als bis zum Matt - oder
bis zur Eroberung der sF an.

Die angefilhrte Rechenzeit schlieBft den Druck einer einfachen
Ergebnisliste ein.

3. T x L:

Das Schachspiel Turm gegen Liufer endet meistens Remis. Dennoch
ist der mSégliche Gewinn in den langwierigsten Fdllen erst in 18
Zigen zu verwirklichen, Es gibt insgesamt 224 solcher Stellungen,
wovon nur 28 wesentlich verschieden sind. Zum Beispiel

w Ka4 Te3 , s Ka7 La6 . Rechenzeit ca. 6 Stunden und 3o Minuten.

4. T x S:

Beim Turm gegen Springer-Spiel ist ebenfalls in der Mehrzahl
der Stellungen Remis (aber nicht in fast allen wie bei T x L).



- 62 -

Es ist ein 27-ziigiges Spiel mit 2 wesentlich verschiedenen
lingstziigigen Stellungen (insgesamt 16). Fir eine solche Stel-
lung geben wir eine mégliche Partie an:

w Kd1 Thi1 , s Kbl Sg4. 1, Th4! Se5! 2, Ted! S£7! 3, Tb4t (auch
Kd2 ) Xa2(!) 4, Kc2 (auch Tb6) Ka3(!) 5, Kc3 (auch Tb6) Sd6!
6, Tb6! Sedt! 7, Kd3!! Sf2+! 8, Kcd4! Sd1! 9, Tb3+! Kdt!

10, T£3 (auch Tg3,Th3) Sb2t! 11, Kc3! Ka3! 12, Tg3 (Tempozug!,
auch Th3) Sas4t! 13, Kc4! Ka2! 14, Kb4 (auch Tg5) Sb2!

15, Tg4! Sd3+! 16, Kc3! Sc5! 17, Tc4! Seb! 18, Ta4t! XKb1(!)
19, Ta5! Sg7! 20, Te5! Nun ist der Springer eingeschlossen und
kann durch Anniherung des wK erobert werden, wobei lediglich
auf das Tempomandver in 23.geachtet werden muf. Ka2

21, Kd4 Kb3 22, Kd5 Kc3 23, Kc6! Kd4 24, Kd6 Kd3 25, Ke? Kd4
26, Tg5 und gewonnen mit Eroberung des Springers.

Rechenzeit ca. 14 Stunden und 16 Minuten.

5. D xT:

Das Dame gegen Turm-Spiel ist ein 31-ziigiges Spiel, das bis
auf einige Remisstellungen (in denen die verteidigende Partei
ihre Pattsetzung erzwingt oder mit Hilfe von Pattdrohungen
eine Zugwiederholung erreicht) stets gewonnen ist. Es gibt 4
wesentlich verschiedene lidngstziigige Stellungen (insgesamt 32),
zum Beispiel w Ka2 Da3 , s Ke4 Th2

Rechenzeit ca. 29 Stunden und 9 Minuten.

Um die Méglichkeit zu erdrtern, den Algorithmus in vorstehender
Form auf andere Spiele anzuwenden, stellen wir nochmals die we-
sentlichen Daten {lber die behandelten Spiele zusammen:

Rechenzeit
Spiel| Zugzahl gesamt |pro Zug([sec]pro Zug u.Stellunglsec]
1. T 16 9Min 33,8 516
2. D 1o 6,5Min 39 595
3. TxL 18 6Std. 3oMin 1296 309
4. TxS | 27 145td. 16Min 1902 454
5., DxT 31 295td. 9Min 3384 808
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Dabei liegt als Zahl der betrachteten Stellungen 1/4v643 = 216
bzw. 1/4-644 - 222 zugrunde. Beim Vergleich der Rechenzeit pro
Zug und Stellung ist zu berilicksichtigen, daB durch die Rdckrech-
nungs-Steuerung des Algorithmus gegebenenfalls pro Zug nicht
alle Stellungen behandelt werden, sowie daB die Figuren sich in
der Schwierigkeit ihrer Gangart unterscheiden.

Auch unter der Annahme, daB ein schnellerer Rechner zur Verfii-
gung steht, kann man wohl - je nach Zugzahl - 225 bis 228 als
obere Grenze fir die Zahl der Positionen eines Spieles ansehen,
das im angegebenen Verfahren analysiert werden kann. In diesem
Sinne fdhren wir folgende Abschitzung fiir die Anzahl der Posi-
tionen einer Auswahl von Spielen an.

Schach mit 5 Figuren 1/4-645 = 228
Dame mit 6 Figuren 1/4'326 = 228
"Kleine Mithle" (auf 3x3 Brett) = 95 = 219
Mithle mit 6 Figuren 1/8-246 'S 225

Setzspiele, bei denen die Bedeutung in der Anzahl der Figuren
liegt, sind praktisch unzuginglich. So hat z.B. Hex auf dem

11 x 11 Brett ca. 3121 = 2194 Stellungen. Aber auch bei Beriick-
sichtigung nur legaler Stellungen und Beschrinkung auf den
kleinsten interessierenden Fall, etwa ein 7 x 7 Brett mit 14
Steinen, hat man ca. 4914/(71)2 ~ 293 Stellungen.
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Ferner finden sich einige Hinweise auf Literatur beztliglich
"Schachspielender Computer" auf Seite $6.
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